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Введение 


1. Идея этой книги была внушена мнЪ упраж- 
немемъ №. УШ. Фребелевскаго дЪтскаго сада 
—<скхадыванмемъ бумаги. Для этого упражненя 
дфтямъ даютъ сотни двЪ различно окрашенныхъ 
бумажныхъ квадратовъ, ножъ для разглаживаня 
бумаги и наставления для складывания. Бумага съ 
одной стороны окрашена и глазирована. Но она, 
конечно, можетъ быть прокрашена насквозь и 
одинакова съ обЪфихъ сторонъ. Да и всякая бу- 
мага ум$ренной толщины будетъ годиться для 
нашей цфли. На цвЪтной бумагЪ, однако, сгибы 
будуть виднфе и она праятнЪЙ для глазъ. Упраж- 
нешя для дЬтскихъ садовъ продаются во всфхжо 
складахъ учебныхъ пособй, а цвЪ$тную 08 
обоихъ указанныхъ сортовъ можно им 
каждомъ писчебумажномъ магазинф. Из к 
листа бумаги можно получить пр ука- 
зано въ первыхъ параграфахъ этой книги, но 
полезно и удобно имЪть квадрат Же заготовлен- 
ными заранЪе, въ инки. 


Роу. Геометрическя упражневя 1 
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2. Для этихъ упражненй не требуется чер- 
тежныхь инструментовъ и единственными необхо- 
димыми вещами являются перочинный ножъ и 
полоски бумаги—посл$дная для откладыватмя рав- 
ныхь длинъ. Сами квадраты замфняютъ обыкно- 
венную прямую и Т-образную линейку. 

3. При складывани бумаги н$Ъкоторые важ- 
ные геометричесме премы можно выполнять го- 
раздо легче, чБмъ при помощи циркуля и линейки, 
единственныхъ инструментовъ, примБнене кото- 
рыхь освящено Евклидовой геометрией. Примтрами 
могутьс ужить дфлене отрЪзковЪъ и угловъ на двЪ 
или на большее число равныхъ частей, проведеше 
перпендикуляровъ къ прямымъ или линй, парал- 
лельныхъ даннымъ. Зато при помощи складывания 
бумаги нельзя описать окружность, хотя извЪстное 
число точекъ круга, а также и другихъ кривыхъ, 
можно получить различными способами. Настояция 
упражнения состоятъ не просто въ черчени геомет- 
рическихъ фигуръ, обыкновенно съ прямыми ли- 
нями, и въ сгибанш по нимъ, но требуют 9смыс- 
леннаго а простыхъ премовъ ка 
дыван1е бумаги особенно удобно. оо а ясно 
съ самаго начала книги. 

4. Эти упражнения дБтскк? УИ не толь- 
ко даютъ интересное занятие МаЛьчикамъ и дЪвоч- 
камъ, но подготовляютъ оу мъ къ надлежащей 
НаеВ науки и искус ®а. Съ другой стороны, 
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связавъ дальнфИшее обучеше наук и искусству 
съ занямями вь дБтскомъ саду, можно сдфлать 
ихъ боле интересными и заложить для нихъ боле 
прочное основане. Это особенно примБнимо къ 
геометрии, лежащей въ основ всякой науки и 
искусства. Широко пользуясь упражненями дЪт- 
скихъ садовъ, можно сдфлать школьное изуче- 
не геометрли на плоскости очень интереснымъ. 
Было бы совершенно правильно требовать отъ 
учениковъ складывания этихъ чертежей на бумагЪ. 
Это давало бы имъ отчетливыя и точныя фигуры 
и невольно запечатлЪ вало бы въ ихъ умахъ истины 
предложений. Ни одного утверждения не приходилось 
бы принимать на вЪру. Что теперь должны созда- 
вать воображение и идеализашя плохихъ чертежей, 
то можно вид$ть конкретно. ТГогда была бы не- 
возможна ошибка вродБ нижеслБдующей. 

5. Доказать, что всямй треугольник есть 
равнобедренный. Пусть АБ С, рис. т, булетъ какой- 
нибудь треугольникъ. РаздБлите В въ ( попо- 
ламъ и чрезъ С проведите (О перпендикулярв 
къ 4 Б. РаздБлитеуголъ 4 СБ лишей СО у88- 
ламъ. ©; 

т) Если СО и ГО не встр$чаюхжея, онЪ 
параллельны. Значитъ, СО перпенд вузярно къ 
АБ. Поэтому 4С= ВС. м | 

2) Пусть СОи ГО встрёчажя въ какой- 
нибудь точкЪ О. Проведите О ХЯерпендикулярно 
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кь ВСи ОУ перпендикулярно къ С. Соедините 
04, ОБ. Согласно Т, 26 Евклида треугольники 
УОС и ХОС при наложени совпадаютъ; со- 
гласно 1 47 и 1 8 Евклида треугольники 40 У 
и ВОХ также при наложении совпадаютъ. СлЪ- 
довательно, 


Уч УС=ВХ-АО 
т. е. 4С = ВС. 


С. 


Рак А. $ 


. 2 г 
Рис. т хе 
© 
Рис. 2 при помощи скла баны бумаги пока- 


«о 


зываетт., что, каковъ бы ни ы ъ взятый треуголь- 
никъ, СОи ГО не моду встрфчаться внутри 


него. 
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О есть средина дуги „1 ОБ круга, описаннаго 
около треугольника „БС. 

6. Складыване бумаги не совсфмъ чуждо 
намъ. Складыване бумажныхъ квадратовъ въ 
видЪ различныхъ предметовъ-—-лодочки, двойной 


у 
> 


Рис. 2 с? 


лодочки, чернильницы, и Бтушка О ау орошо 
извфстно, какь и вырфзываше бумазй\ъ симме- 
тричныхъ формахъ для украшенй ри ПИСЬМЪ 
°на санскритскомъ или аж рыкахт бумага 
складывается вертикально или ризонтально, что- 
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‘бы строки и столбцы выходили прямыми. При 
перепискЪ5 бумагъ въ канцеляраяхъ д$лаютъ пра- 
вильныя поля, сгибая бумагу по вертикали. Вдвое 
сложенные прямоугольные куски бумаги всегда 
были въ употреблении для письма и до введения 
обрЪзанной на машинЪ почтовой бумаги и конвер- 
товъ разныхъ величинъ листы желаемаго разм$ра 
получались при помощи складывамя и разрыванйя 
большихъ листовъ; одна половина бумаги склады- 
валась въ конвертъь для другой половины. По- 
слЪдн прлемъ сберегалъ бумагу и обладалъь оче- 
виднымъ преимуществомъ прикрБплен1я почтовыхъ 
знаковъ непосредственно къ самой писанной бу- 
маг. Къ складываню бумаги прибЪфгали и при 
изучении ХТ книги Евклида, трактующей о фигу- 
рахъ трехъ измфренй. Но имъ рЪдко пользова- 
лись для плоскихъ фигуръ. 


7. Я не пытался написать полный трактатъ 
или руководство геометрли а старался лишь пока- 
зать, какимъ образомъ можно сложить или опре- 
дблить точками на бумагЪ правильные Много- 
угольники, круги и другмя кривыя. Я ЗФьзовался 
случаемъ представить читателю нъкозврыя хорошо 
извЪстныя задачи древней и современной геомет- 
рли и показать, какъ къ геометрии можно съ 
выгодой прилагать алгебру и аи а это 
освЪщаетъ каждый изъ отб, предметовъ, обык- 
новенно предлагаемыхъ ОЗ Бльно. 
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$. Первыя девять главъ говорятъ о склады- 
ваши правильныхъ многоугольниковъ, разсматри- 
ваемыхъ въ первыхъ четырехъ книгахъ Евклида, 
и девятиугольника. Въ основу былъ положенъ 
бумажный квадратъ дЪтскаго сада и при его 
помощи разрабатывались друге правильные мно- 
гоугольники. Глава { показываетъ, какъ нужно 
дфлить основной квадрать и какъ можно скла- 
дывать его въ равные прямоугольные равнобед- 
ренные треугольники и въ квадраты. `Глава П 
занимается равносторонними треугольниками, по- 
строенными на одной изъ сторонъ квадрата. Гла- 
ва Ш посвящена Пиеагоровой теоремЪ, предложе- 
нмямъ второй книги Евклида и нфкоторымъ инте- 
реснымъ задачамъ, связаннымъ съ ними. ЗдБсь 
также показывается, какимъ образомъ на данномъ 
основани можно построить прямоугольный тре- 
угольникъ сть заданной высотой. Это сводится къ 
нахождению точекъ на н$которомъ кругЪ даннаго 
дламетра. 

9. Глава Х трактуеть объ ариеметической 
геометрической и гармонической пропоршие, &°о 
суммовани н$которыхъ ариеметическихъ прогрес- 
сй. Говоря о пропоршяхъ, мы беремъ®отрЪзки, 
длины которыхъ представляютъ возфястающую 
прогресаю. Прямоугольный ты, рас- 
черченный на квадратики, лаетьэбнимЪръ ариеме- 
тической прогрессш. Для геом®рической пропор- 
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ци мы пользуемся т5ми свойствами прямоуголь- 
наго треугольника, что перпендикуляръ изъ вер- 
шины прямого угла на гипотенузу есть среднее 
геометрическое между отрЪзками гипотенузы и 
что каждый изъ катетовъ есть среднее геометри- 
ческое между проекшей катета на гипотенузу и 
всей гипотенузой. Въ связи съ этимъ излагается 
и Делосская задача объ удвоени куба. Въ вопросЪ 
о гармонической пропорши прилагается свойство 
биссекторовь внутренняго и соотвЪтственнаго 
внЪшняго угловъ треугольника д$лить противопо- 
ложную сторону въ отношении двухъ другихъ сто- 
ронъ треугольника. Это даетъ интересный способъ 
графическаго поясненя инволющюонныхъ системъ. 
Суммы натуральныхъ чиселъ и ихъ кубовъ полу- 
чаются графически и отсюда выводятся суммы 
н$которыхъ другихъ рядовъ. 


10. Въ глав Х[ трактуется общая теорля 
правильныхъ многоугольниковъ и опред$леше чис- 
ловой величины л. Предложеня этой главы, очень 
интересны. «У 

тт. Глава ХИ излагаеть н$фкотовыЯ обиия 
начала, прилагавиияся въ предшест Чощихъ гла- 


вахъ,—она касается равенства, сим\еТрии и подобия 
фигуръ, пересЪченя прямыхъ а и коллинеар- 
ности точекъ. <: 


12. Главы ХШ и ХГ\Заняты коническими 
сЪченями и другими интёресными кривыми. Меж- 
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ду другими свойствами круга излагаются его гар- 
моническия свойства. Объясняются также теор!и 
инверси и соосныхъ круговъ. Въ отношении дру- 
гихъ кривыхъ показывается, какимъ образомъ при 
помощи складываня можно намЪфчать на бумагЪ 
ихъ точки. Дается исторля нфкоторыхъ изъ кри- 
выхъ и показывается ихь приложенте къ р5шен!ю 
классическихъ задачъ нахожденя двухъ геометри- 
ческихъ среднихъ для двухъ данныхъ отрЪзковъЪ 
и дБлевя даннаго плоскаго угла на три равныя 
части. Хотя изсл$дован!е свойствъ этихъ кривыхъ 
требуеть болЪе глубокаго знания математики, но 
ихь получеше легко понятно и интересно. 

13. Я старался не только помочь изучению 
геометрли въ школахъ, но и доставить математи- 
ческое развлечете старому и малому въ привлека- 
‘тельной и доступной формЪ. „Старые“ вродЪБ меня 
найдутъ, можетъ быть, эту книгу полезной для 
того, чтобы воскресить въ памяти старые уроки 
и взглянуть на современное развитте того, и очень 
интереснаго и поучительнаго, чБмъ пренебрехяи 


университетские преподаватели. дя 
© 
й. С ударе Роу, 
© 


Мадрасъ, Индия, 1893. $ 


Г. Квадратъ 


1. Верхняя сторона куска бумаги, лежащей 
на ровномъ столф, есть плоская поверхность; 
плоскую поверхность представляеть и нижняя 
сторона ея, касающаяся стола. 

2. Эти двЪ поверхности раздБлены веществомъ 
бумаги. ТГакъ какъ вещество это очень тонко, то 
друпя стороны бумаги не представляютъ замЪт- 
ной поверхности и практически являются линями. 
Эти двБ поверхности, хотя и различны, неотд$- 
лимы другъ отъ друга. 

3. Взгляните на кусокъ бумаги неправильной 
формы, показанный на рис. 3, и на эту страницу 
въ формЪ прямоугольника. Попробуемъ дать п 
вому форму послЪдней. 49° 

4. Положите кусокъ бумаги неправаной 
формы на столъ и сложите его вдвое. Пу&ть полу- 
ченный такимъ образомъ сгибъ буд хо" то 
прямая линя. Геперь проведите “ААА по сгибу 
и отдБлите меныпую часть куск& Мы получимъ 
такимь образомъ прямолинейный край. 
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5. Снова, какъ раньше, сложите бумагу по 
лини БУ такъ, чтобы край ^А’Х накладывался 
на себя. Развернувъ бумагу, мы видимъ, что сгибъ 
ВУ идетъ подъ прямымъ угломъ къ краю А’Х. 
Изъ наложенмя очевидно, что уголъ УБ А’ равенъ 
углу ^Б У ичто каждый изъ этихъ угловъ равенъ 
углу страницы. Геперь, какь раньше, проведите 
ножомъ по второй складкБ и удалите меньшую 
часть. 

6. Повторите указанный прлемъ и образуйте 
края СР и 1). Изъ наложеншя очевидно, что 
углы при -1, Б, С, О суть прямые, равные другъ 
другу, и что стороны БС, СИ) соотвЪтственно 
равны сторонамъ /).4, 1 ВБ. Этотъ кусокъ бумаги 
(рис. 3) по форм$ подобенъ этой страниц. 


7. Его можно сдБлать равнымъ страниц по 
величинЪ, взявъ болышй кусокъ бумаги и отмЪ- 
ривъь {Би БС равными сторонамъ послЪ$дней. 


8. Гакая фигура называется прямоугольни- 
комъ. Наложеше показываетъ, что т) ея четыр 
угла суть прямые и равные, 2) четыре стороны. Ве 
вс$ равны, но 3) двБ длинныя стороны 28 ы 
между собой, а дв$ коротюя между соб 


к. 

9. Теперь возьмите прямоуголь ’ кусокъ 
бумаги 1 БСП) и сложите его НАЙСКось такъ, 
чтобы одна изъ короткихъ стор 5 С), легла на 


одну изъ длинныхъ, /) 4’, какЪСча рис. 4. Геперь 
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сложите и удалите часть Г’ Б'Б А, которая выда- 
ется. Развернувъ листь, вы найдете, что АВСД 
теперь есть квадратъ, т. е. четыре угла получен- 
ной фигуры суть прямые и всЪ ея стороны равны 


орк и? 
: уу 
| Ул 


се 


а ы 
и 


- а 


^-. 
‚4 


хх 
© 


Рис. 4 
10. Ребро сгиба, прокодаку ЧаВИЙ два про- 
тивоположныхъ угла Б, №) „веть длагональ этого 
квадрата. Другая дагонаУ получится, если сло-. 
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жить квадратъ черезъ другую пару угловъ, какъ 
на рис. 5. | 

11. Мы видимъ, что магонали перес$каются 
другъ съ другомъ подъ прямыми углами и что 
онВ взаимно дфлятся пополамъ. 


г 


12. Гочка перес5чения длагоналей ася 
центромъ квадрата. хС 

13. Каждая дагональ дЪлить к заб на два 
совпадающихъ при наложени т оугольныхь 
равнобедренныхъ треугольника, пины которыхъ 
лежатъ въ противоположных СУГлахъ квадрата. 


Рис. 5 
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14. ДвБ тагонали вмЪстЪБ раздБляютъ квад- 
рать на четыре совпадающихъь при наложении 
прямоугольныхъ равнобедренныхъ треугольника 
съ вершинами въ центрЪ квадрата. 


15. Теперь снова сложите бумагу, какъ на 
рис. 6, наложивъ одну сторону квадрата на про- 


Рие 6 д 


— 


тивоположную ей. Мы получимъ & 


о, проходя- 
пий чрезъ центръ квадрата. Онъ пендикуляренъ 
кь другимъ сторонамъ ит) д, мн ихъ пополамъ, 
2) параллеленъ также пе ь двумъ сторонамъ, 


№ 
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3) самь дБлится центромъ пополамъ, 4) дБлить 
квадрать на два совпадающихъ при наложен 
прямоугольника, изъ которыхъ каждый есть, слЪ- 
довательно, половина перваго; 5) каждый изъ этихъ 
прямоугольниковъ равновеликъ одному изъ тре- 
угольниковъ, на которые квадратъ длится каждой 
длагональю. 


АУ 
:7” 
Рис. 7 < 

16. Еще разъ сложимъ квад Вы налагая 

другъ на друга двЪ друмя стороны. \\блучаюцщийся 

теперь иупомянутый въ $ 15 сгибыФлятъ квадратъ 

на четыре совпадающихъ при \аяожении квадрата. 


Роу. Геометрическя упражкен!я ‚. 


[о 1. ВВАЛРАТЬ. 


17. Снова сложивъ чрезъ т углы меньшихъ 
квадратовъ, которые лежатъ на срединахъ сторонъ 
большаго квадрата, мы получаемъ квадратъ, впи- 
санный въ предыдуций (рис. 7). 

18. Этоть квадратъ равенъ половинЪ боль- 
ого и им зэтъ тотьъ же центръ. 


© 
Рис. 8 х$ 
19. Сосдинивъ средины а ъ внутренняго 
квадрата, мы получимъ квадра\х\, равный четверти 
первоначальнаго (рис. 8). Юзторяя этоть прлемъ, 
мы можемь получить ско®Бко угодно квадратовъ, 
относящихся другъ къ другу, какъ 
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а м т ЩЕ 
2 а, ие Е 2} 
Каждый такой квадратъ равенъ половинЪ 
ближайшаго большаго, т. е. четыре треугольника, 
остаюпиеся отъ этого ббльшаго, вмЪстЪ равны 
половинЪ его. Сумма всЪхъ этихъ треугольниковъ, 
какъ бы мы ни увеличивали число ихъ, не можетъ 
быть больше первоначальнаго квадрата и въ концЪ 
концовЪ составитъ его весь. 
СлЪдовательно, 


т Т т 
Ри — ит. д. до безконечности: = г. 


20. Центръ квадрата есть центръ его опи- 
саннаго и вписаннаго круговъ. ПослЪдый кругъ 
касается сторонъ въ ихъ срединахъ, такъ какъ 
онЪ ближе къ центру, ч$мъ всямя друмя точки 
на сторонахъ. 

21. Всяюй сгибъ чрезъ центръ квадрата д$- 
литъ его на дв совпадаюция при наложеми тра- 
пещи. Второй сгибъ чрезъ центръ, подъ прямыуи 
углами къ первому, раздфляеть его наче 1ре 
совпадающихъ при наложенши четереугольн ‚у 
которыхъ два, противоположныхь угла ЗУ5е пря- 
мые. Эти четыреугольники концикличнь “т. е. вер- 
шины каждаго лежатъ на одной окружности. 


[© 


$ 
“<” 


|. Равностороннй треугольникъ 


22. `Геперь возьмите квадратный кусокъ бумаги 
(рис. 9) и сложите его вдвое, налагая два проти- 


Рис. 9 № 


воположные края одинъ гой. Мы получаемъ 
сгибъ, проходяпий чрезъ &редины двухъ другихъ 
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сторонъ и перпендикулярный къ этимъ сторонамъ. 
Взявь какую-нибудь точку на этой лини, сложите 
чрезъь нее и два сосфднихъ, по обЪ стороны отъ 
нея, угла квадрата. Мы получимъ такимъ обра- 
зомъ равнобедренный треугольникъ, въ основами 
котораго лежитъ сторона квадрата. 


Рис. то $ 


23. Средняя лия разфынети фбиобецрем 


ихъ при нало- 
жени прямоугольныхъ треугол 


24. Уголъ при вершинЪ Дфлится пополамъ. 


ный треугольникъ на два уголь, 
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25. Если мы возьмемъ на средней лиши та- 
кую точку, разстоямя которой отъ двухъ угловъ 
квадрата равны его сторонЪ, мы получимъ равно- 
стороны!Й треугольникъ (рис. то). Эту точку легко 
опредЪлить, повертывая надъ 14.4’ основаше 4В 
около одного изъ его концовъ, пока другой ко- 
нецъ, Б, не упадеть на среднюю линю, въ С. 


Рис. 1т © 


26. Сложите рорностороциво ВИ 


накладывая каждую изъ сторон» а основаше. Мы. 
получимъ такимъ образомъ р& высоты этого тре- 


угольника, именно „4.1, Р$®, СС’ (рис. ту). 
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27. Каждая изъ высотъ раздфляетъ треуголь- 
никъ на два совпадающихъ при наложени прямо- 
угольныхъ треугольника. 


28. ОнЪ дЪлятъ стороны пополамъ и перпен- 
дикулярны къ нимъ. 

29. ОнЪ проходятъ чрезъ одну общую точку. 

30. Пусть высоты 2. и СС’ встр$чаются 
вь О. Проведемъ В О и продолжимъ ее до встр$чи 
съ [С въ ВБ’. Теперь докажемъ, что ВБ’ есть 
третья высота. Изъ треугольниковъ (О Ли СО, 
О С’—= О ^’. Изъ треугольниковъ О С’Би А'ОВБ, 
/ ОВС=/ЛВО. Затфмъ изъ треугольниковъ 
АВБ' и СВ’Б слБлуетьъ, что / АБ'В=/ББЬ’С, 
т. е. каждый изъ нихъ есть прямой уголъ. Зна- 
чить, ВО Б’ есть высота равносторонняго тре- 
угольника .4Б С. Она также дфлить АС попо- 
ламъ въ КБ". 

31. Можно, сходно съ предыдущимъ, пока- 
зать, что 0.4, ОБи ОС равны и что также рав- 
ны 0.41’, ОБ’ и ОС. 

32. Поэтому изъ О, какъ центра, можно опябу 
сать окружности, которыя пройдутъ соотв5тст о 
чрезъ „1, Ви Си чрезъ 2, Би С. Побдый 
кругъ касается сторонъ треугольника. < 

33. Равносторонн треугольни к С дБ- 
лится на шесть совпадающихъ \ наложени 
прямоугольныхъ треугольников углы которыхъ 
при точк5 О всЪ равны, и наФри совпадающихъ 
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при наложени, симметричныхъ, конциклическихь 
четыреугольника. 

34. Треугольникъ .1О С равенъ удвоенному 
треугольнику 210 С; отсюда 10 =2 О М’. Анало- 
гично ВО=20ОБ' и СО=20 С’. Значитьъ, ра- 
дтусъ круга, описаннаго около треугольника / БС, 
вдвое больше ращуса вписаннаго круга. 

35. Прямой уголъ „1 квадрата длится линя- 
ми О, А Сна три равныя части. Уголъ В.4С=: 
прямого угла. Углы С’ЛО и ОЛВ' равны + пря- 
мого угла каждый. Го же относится къ угламъ 
при ВБ и С. , 

36. Шесть угловь при О равны 3 прямого 
каждый. Е 

37. Перегните бумагу по лишямъ „Б’ Б’С’ 
и С’^’ (рис. 12). Въ такомъ случа Л’ Б’С’ есть 
равностороннй треугольникъ. Онъ равенъ чет- 
верти треугольника 1 ВС. 

38. (В, "С, С’ параллельны соотвЪт- 
ственно ./4В, ВС, СЛ и равны половинамъ ихъ. 


39. 4С, ЛВ’ есть ромбъ. СВР 


СВ’ С’ А’ также. ©: 
80. 4 ВС С 2’ дБлять соотитственныя 
высоты пополамъ. хо 
НСС АС? = 


слБдовательно, СС’? а С: 
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42. АБ С-== прямоугольнику со сторонами, 
равными А С’и СС’, т. е. 1АВЖ1УИз. АВ= 
=1\3: АВ -—0'433... ХА В+. 


Рис 12 «У 
43. Углы треугольника С” С относятся - 
ду собою, какъ т1:2:3, а ихь стороныехкакъ 


уг. Уз ву 


Ш. Квадраты и прямоугольники 


44. Сложите данный квадратъ, какъ указано 
на рис. 13. Это дастъ хорошо известное доказа- 


мов №” 


тельство Пиеагоровой теоре&. Такъ какъ АСНЫ 
есть прямоугольный тре\Кльникъ, то квадратъ, 
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построенный на АЯ, равенъ суммЪ квалратовь 


на АСи СН. 
ПАНОВ =[О АС. 


Легко видфть, что ЁС есть квадратъ и что 
треугольники “СЯ, НВС, КРС и ЕЕК при 


наложени совпадаютъ. 


Если треугольники АСЫи НВС отр$Ъзать 
отъ квадратовъ Аи РБ и пом$стить на друпе 
два треугольника, То составится квадратьъ АНСК. 


Если 4В—=а, СА=фи ЕН=с, то ==”. 


45. Сложите данный квадрат согласно рис. 14. 
ЗдБсь прямоугольники А, Ва, СНи РЕ при 
наложени совпадаютъ, какъ и треугольники, изъ 
которыхъ они составлены. ЕЁ СН есть квадратъ, 


какъ и А/. ММ. 
Пусть АК =& АБ й ИК с, 
въ такомъ случаБ а2-- 5? =? т. е. [| КЕММ№. 
Г] УБСР=(@а- 5). 5 


Но квадрать .1ВСР превышаетъ квадфать 
КГ. ММ четырьмя треугольниками К с РГ. К, 
СМЕи ЭММ. ду 


А эти четыре треугольник: нифетЬ равны 


двумъ прямоугольникамъ, т. е. 2 аб» 


я 
Значить, (а - 6) = а*-- 62а. 
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46. ЕР=а—Би|]ЕЁРСН=(@а- 6). 
Квадрать ААС Н меньше квадрата АГ М № 
четырьмя треугольниками АМА, СКЕ, НЕМи 
й МА 
` Но эти четыре треугольника составляють два 


прямоугольника, т. е. 246. 
СлБдовательно, (а — 6)? = а*-Ё 62 —2а0. 


Рис. 14 < 


47. Квадрать 41БС1) пр иаетуь, квадратъ 
ЕЕСН четырьмя прямоугол\виками ЛЕ, ВС, 
СНи №Е. < 

СлЪдовательно, (а А (а — 6)* = 4а6. 
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48. На рис. 15 квадрать 4ВСРВ=(а- 
и квадрать ЁАСЯН == (а— 6). Также квадратъ. 
4КС/Ю№=квадрату Е СМ=а?. Квадрать АВЕЕ= 
квадрату МАМ 1) = 6°. 
р м с 


| 


А к В 
Рис. 15 

Квадраты .4 ВСВ и ЕЁСН вмЪстф равны 
чегыремъ послфднимъ квадратамъ, сложенным” 
вмЪстЪ, или дважды взятому квадрату 4 АС Жи 
дважды взятому квадрату АВ /. Ё, т. е. (а ЧЕ 
© 2 

49. На рис. 16 прямоугольникъ РУ равенъ 
(а 5) @— 0). 

Такъ какъ прямоугольникъ АЕ М, то 
прямоугольникъ РА = квадрату А’`—- квадратъ 


ЯЕ, т. е. О в -ь 
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50. Если внутри даннаго квадрата построить 
квадраты, у которыхъ былъ бы общимъ одинъ изъ 
прямыхъ угловъ даннаго квадрата, то лиши, со- 


единяюния вершину этого прямого угла со среди- 
нами противолежащихъ сторонъ даннаго квадрата, 
разд$лять соотвфтственныя стороны всфхъдвнут- 
реннихъ квадратовъ пополамъ (рис 17). ее 
дфлЪ, углы, которые эти лин!и образ юобв съ даго- 
налью, равны и ихъ величина о ко: та же для 
вс$хъ квадратовъ, въ чемъ м0} убЪдиться на- 
ложенемъ. м ео дины сторонъ внут- 


реннихъ квадратовъ долж хежать на этихъ ли- 


НЯяхЪ. Во. 
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51. Данъ квадратный кусокъ бумаги АБСР 
(рис. 18); путемъ складываня найти на .4Б такую 
точку Х, чтобы прямоугольникъ .4В'ЛВ быль 
равновеликъ квадрату, построенному на . ДХ. 


Рис. 17 


АУ 


Сложите ВБ С пополамъ и возьмите средину ® 


> 
`- 


Наложите ЕЁ В на ЕП) и найдите Е ЕО , 


тая, чтобы Е С=ЕВ. < 
Возьмите .4 Х= АС. © 
Въ такомъ случа 4В-ХВ=, 5% 


Дополните прямоугольникт, 565 Е Х и квад- 
рать ААА Г. < 
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Пусть АЯ пересБкаеть Е.А въ М. Возьмите 
я Уж 

Въ такомъ случа АБ =Ас=ЁУ=ХАМи 
АМ=и ИХ. 


Рис. 18 >” 

Но такъ какъ 8 У длится т кой В попо- 

ламъ и точка 4 лежитъ на чт зени 2 У, то 

АЧВ.ЛУ-ЕУ?"=А о $ 49, 

— А`(2, по 6 44- 

СлБдовательно .1Б`.4 У б* 
АХ". 
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Но, АА? =4. А У, 
Сл$Бдовательно 4 Х=ВУи А У=ХБ. 
Отсюда АБ: ХВ= А &*. 

Въ этомъ случаЪ говорятъ, что точка Х дф- 
литъ отрЪзокъ 4 Б въ среднемъ и крайнемъ от- 
ношении *). 

Такимъ же образомъ 

АБ: АДУ=БУ?, 
т. е. точка У также дфлить отрфзокъ „1В въ 
среднемъ и крайнемъ отношени. 

52. Изъ /, какъ центра, можно описать окруж- 
ность, которая пройдетъ чрезъ Б, С и У. Она 
коснется А. въ С, такъ какъ С есть кратчай- 
шее разстояне А отъ лини ЕС. 

53. Такъ какъ 

Вы =. 
то, отнимая ВА, мы получаемъ: 
прямоугольникъь А А ЛМ У=квадрату СНКР 
ИЛИ АХ`УХ= Ау = 
т. е. 4Л дБлится точкой У въ среднемъ и ее" 
немъ отношени. 

Подобнымъ же образомъ В У дБлится, $” 
среднемъ и крайнемъ отношеши въ точкЪ Х, 2 

54. Гакъ накь ВЛ В= АХ» 

то 3АБ`АБ=А?- БА: С бр. р 
=.4 ББ №. 


*) Это дълеше называютъ также в дълешемъ“, 


аитеа 5есно. Бе. 


Роу. Геометрическюя упражнен1я 3 
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55. Такъ какъ каждый изъ прямоугольниковъ 
ВНи УР равенъ АВ`ХБ, то прямоугольникъ 
Н У+4 квадрать СА = А Х*= АБ: Х Б. 


56. Отсюда прямоугольникъ Я У = прямо- 
угольнику ВК, т. е. АХ АБ=АВ`АУ. 


57. Отсюда прямоугольникъ Н М = 
—=.4А`АБ— В ^>, 
58. Пусть .4Б=а, АБ= 
Въ такомъ случаЪ (а —^)? =алх, по & 5т. 
а°-|- х’=Зам во, 


отсюда ^? — зах-{ а? =о 
[#1 ЕН 
И о в Уз. 


Значитъ, д? = ы (1—з3У5 


и а—х=-(У5—п=аЖо'б1во... 
22 т 
И 9—2)" „(3 ИБ 
Прямоуг. ВБРАХ = (а—х)х ©” 


— а? (У в— эх 0'2360_.. 


© 
здбеь-— В», 


В 39, ВБ = ежа 
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59. На язык пропоршй 
АВ: АХ=АХ: ХВ. 
60. Пусть Х длить 4 В въ среднемъ и край- 
немь отношенти. Постройте прямоугольникъь СВХН 
(рис. 19). РаздБлите прямоугольникъь пополамъ 


У 
Рис. 19 с? 


лишей М №МО. Найдите точку №, поверь ха 
около Л такъ, чтобы упала на М «®сдфлайте 
сгибы ХМ, МВи МА. Тогла БА сть равно- 
бедренный треугольникъ, у котода® углы АВ М 
и ВМА вдвое больше угла № ЖЗ. 
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Ах=хМ=мМВ 
ГАВМ=/ ме 
4 А=я 
/ МХВ=2/ МАХ 
ДБМ=у Ма 

А №=м №-- АМ 

= № — БМ?’--А М: 
А ХАБ. АХ 
АВв.ХБВЕАВ` АХ 


== 26 
Отсюда .4/М№=А В 
и ДМ в прямого угла. 


61. Прямой уголъ въ 4 можно раздЪлить на 
в 


А 
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пять равныхъ частей, какъ на рис. 20. ЗдБсь ЛМ” 
находится согласно $ 60. ЗатБмъ сдБлайте сгибъ 
А № О, раздБлите перегибомъ / О АВ пополамъ, 
сложите по дмагонали С и такимъ образомъ 
получите точки О’, Р”. 


7 
й Рис. 21 55 
62. Построить прямоугольный т рефольникь 
по данной гипотенуз5 4Б и высот] 
СдЪфлайте сгибъ ЕК (рис. 2 параллельно 
«АБ на разстоями заданной выоты. 
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Возьмите (С, средину АБ. Найдите /1, пере- 
гнувь СБ около С такъ, чтобы ВБ упало на ЕЁ. 
СдБлайте сгибы чрезъ Н и 1, Си В. 

АНВ есть искомый треугольникъ. 
63. АБСЛШ (рис. 22) есть прямоугольникъ. 
Требуется найти равновелиюй ему квадратъ. 


о Р 


А [2 о В ен 
Вис. 22 


Отм$5рьте ВБ М=В С. 

Посредствомъ перегиба найдите () средину 
АМ. 

Перегните О М около точки О такъ, чтобы 
М упала на линю ВС; это дастъ вершину Р 
прямоугольнаго треугольника 1 МР. 

На РБ постройте квадрать ВР 9% 


Этотъ квадратъ равенъ данному рты 


даетъ съ треугольникомъ О : 
СлБдовательно, 0.5 УМ = 4 1). 
Значитъ, . треугольн Я ДАТи О5Р при 
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наложени совпадаютъ. Поэтому РС=.5 № и тре- 
угольники А Ли СРТ при наложени совпа- 
даютъ.. 

Такимъ образомъ, | | ЧВСО можно раз- 
дЪлить на три части, которыя можно сложить 
вуБстБ въ квадрать А ВРО. 


Рис. 23 


= 


рЪжьте каждый изъ нихъ на дв$ части лишей 
средины одной изъ сторонъ къ вершин ФДного 
изъ противолежащихъ угловъ. кос одинъЪ 
такой же квадратъ. Полученныя ное мь частей 
квадратовъ можно расположить о цфлаго такъ, 
чтобы все вмЪстЪ составило^волный квадратъ, 


64. Возьмите четыре равныхъ квадрата и | Е 


Зо ПЕ. КВАДРАТЫ И ПРЯМОУГОЛЬНИКИ. 


какъ на рис. 23. Это складыване представляетуъ ин- 
тересную задачу. 

Пятый квадратъь также можно, конечно, раз- 
рЪзать на двЪ части, что еще усложнитъ склады- 
ван1е. 

65. Можно предложить сходныя задачи, раз- 
рЪзая квадраты чрезъ одинъ изъ угловъ и одну 
изъ точекъ, дБлящихъ противоположную сторону 
на три части, какъ на рис. 24. 


Рис. 24 69 
66. Если брать болБе близая между собою 
точки, то нужно взять то ми овъ, какъ на 
рис. 24; если болЪе дальня, то ХЗ, какъ на рис. 25. 
67. Задачи, предложенныя, въ $8 65, 66, осно- 
ваны на формулахъ 
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т? | 22 =5 
т? -- 3* =то 
2? —- 32 = 13. 


Этотъ праемъ можно продолжить дальше, но 
число квадратовъ становится слишкомъ неудоб- 
нымъ по своей значительности. 


Рис. 25 


68. Снова разсмотрите рис. т3 въ $ 44. Еда 
удалить четыре треугольника по угламъ дан®аго 
тамъ квадрата, то останется квадратъ. Есл@?уда- 
лить два прямоугольника АК и КС, то анется 
два соприкасающихся квадрата. 

69. Данный квадратъ можно \разрьзать на 


части, которыя можно сложить два квадрата. 
Есть н$сколько способовъ дл РО РИС; 23, ВЪ 


32 Ш. КВАДРАТЫ И ПРрямОоуУГОЛЬНИКИ. 


$ 65, наводить на слБдуюцай изящный методъ: 
требуемые куски суть (т) квадрать въ центрЪ и 
(2) четыре симметричныхъ, при наложени совпада- 
ющихъ четыреугольника по угламъ, вмБетЪ сь 
четырьмя треугольниками. На этомъ рисунк$ линш 


Рис. 26 г 
проходятъ отъ срединъ сторонъ Ч» вершинамъ, 
угловъ даннаго квадрата и сои квадратъ ра- 
венъ одной пятой его. Величин\6редняго квадрата 
можно измфнять, если вм 690 угловъ на сторо- 
нахъ даннаго квадрата бБа?ть друмя точки. 
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70. Данный квадратъ можно раздЪлить на три 
равные квадрата сл$фдующимъ образомъ (рис. 26): 

Возьмите Б С =половинЪ дагонали квадрата. 

Сд$лайте сгибъ чрезъ Си С. 

СдБлайте сгибъ ВБ М перпендикулярно къ СС. 

Возьмите МР, СМ№Ми №1 каждый =В М. 

СдЪлайте сгибы РЯ, М№К, 2 Е подъь прямы- 
ми углами къ СС, какъ на рис. 26. 

Возьмите М А=В М и перегните по АА подь 
прямымъ угломъ къ МК. 

Въ такомъ случаЪ куски т,4 и 6, Зсь5, и2 
съ 7 образуютъ три равныхъ квадрата. 

Теперь С6*—-50С, 
а изъ треугольниковь (ВСи СМБ 


ВМ _ВС. 
ве &С’ 
Полагая ВС=а, мы имЪемъ 
В М 5 - 5. . 
Уз 
(©) © 
© 
© 
< 


У. ПятиугольникЪъ 


71. Изъ квадрата 4 ВСР вырЪзать правиль- 
ный пятиугольникъ. 

Раздфлите ВА въ крайнемъ и среднемъ от- 
ношении точкой Х и возьмите М по срединЪ .4Х. 


р <. 


Возьмите В М=АмМ в. 
Тона Я Л’=хХрВ. ^\СУ 
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Отложите МР и МЮ равными ММ такъ, 
чтобы Ри Л лежали соотв$тственнона ВС и 1/1). 

Отложите ^РОи РО=МРКи МР. 

ИМРОРЮ есть искомый пятиугольникъ. 

На рис. то, стр. 25, отр$зокъ 4 №, равный #1 Б, 
имфетъ точку / на перпендикулярв МО. Если 
передвинуть .4 по АБ на разстояме МБ, то, 
очевидно, /М передвинетгся на ВС и Х вь М. 

Поэтому, на рис. 27, М Л^=иИВБ. Аналогично 
М Р=А Б. СлЪдовательно, ^ Р равно АБ и па- 
раллельно ему. 

/ К МА=* прямого / 
и потому Д М МК=$8 прямого /. 
Аналогично / РМ М=8 прямого /. 

Изъ треугольниковь ММЛР и ОРР№ полу- 
чается, что / №МЮ=/АЮР=$ прямого И. 

Такъ какъ каждый изъ трехъ угловъ М, № 
и О пятиугольника равенъ ® прямого угла, то ос- 
тальные два угла вм5стЪ равны '?/, прямого угла, 
и кром$ того они равны. СлЪдовательно, каждый 
изъ нихъ равенъ % прямого угла. «у 

Значитъ, всЪ углы этого пятиугольника равным. 

Стороны этого пятиугольника также фа ны, 


по построению. ХХ 
72. Основаше М М пятиугольни воно ^Б, 
т © равно 2 (ИБ 1)= ивы ., ® 58. 


Наибольшая ширина пя тиубольника есть 29 
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73. Если р будетъ высота, то 
| 2 

а В*=Р- | Ку5— о 
—. да я Ко | 

= р 4 Б?. Я 
а 
Отсюда р*=.4 4. а 3—3) 


— 4 в. 5+5 - 


И р-иВ. "10-25 
4 


=4 ВХ о'о5то...= м 608" 
74. Если Ю будетъ радусъ описаннаго круга, 
А В 2 АВ 
2 соз 18° — Уто-+2У: 


-ав/ = 
—4 8 Ж 0'5257. .. & 


75. Если чрезъ г означимъ раду вписан- 
наго круга, то изъ рис. 28 очеваН то 


р Ч 5+ И5 Ву 5—5 
рый Е. 5—5 
_ Е т И /3=У5) 
Е а 


о: — 


ГУ. ПЯТИУГОЛЬНИКЪ. эй 


=: аа 
ким. У5+Уз| к 
-ав. ИЗ 
Те) 
= .4В).Х 04858... 


Рис. 28 


76. Площадь пятиугольника есть 5“Х 1 оса 
вантя Ира Эр в. ©. 9 


В, вх - А в. 
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77. Пусть точки пересБченя РА сь МО и 
М№О будутъ, на рис. 27, Е и А. 


АБ = : 
- Е 


Тогда, такъ какь М М/= 


2 

и с0$ 36 О РР 
тв 
^^ г Ш 


2 ` соазаР"а ИУ 5-1 
В 0) 


2 


ЕЁ=АВ—-2^АЕ=АВ— АВ(3—У 5) 
| = АИ Зе... @ 


ЮР А= ММ. 
АЕ: 2 (по б 5) (3) 
= Уз — Уз: и 


По $ 76 площадь пятиугольника 


т: 5$ 
4 ТО 


< 
Мм. Зе $ Ра 


=М№. — . Из5 +95. 


таь пе 25 = ММ. и 3% 
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Значитъ, площадь внутренняго пятиугольника 


а, > ‚ Из5-Ето У 5 


=А В? .(УЗ— 2). Уз5- то У5 


Болышй пятиугольникъ относится къ мень- 
шему, какъ 


д”. в 2% 
=2:(7—31 5) 
—=т: 0'145898 ... 

78. Если на рис. 27 взять углы ОК и ЕО 
равными угламъ ААО или КОР, причемъ точки 
К, Г, лежатъ на сторонахь ОА и ОР соотв- 
ственно, тот ЕАГ.ОК будетъ правильный пяти- 
угольникъ, при наложении совпадаюпий съ внут- 
реннимъ пятиугольникомъ. Гакимъ же образомъ 
можно построить пятиугольники и на остальныхъ 
сторонахъ внутренняго пятиугольника. Получаю- 
шаяся фигура изъ шести пятиугольниковъ очень 


интересна. 
| 1 
< 


Роу. Геометрическя упражнен!1я 4 


У. Шестиугольникъ 


79. ВырЪзать изъ даннаго квадрата правиль- 
ный шестиугольникъ. 


У 
Рис. 29 \ 


Сложите квадратъ ч средины противопо- 
ложныхъ сторонъ и полу \е лини 4 ОВи СОШ. 
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На двухъ отрфзкахь 4Ои ОВ постройте 
равносторонние треугольники ($ 25) ЛОЕ, АНО; 
ВЕО и ВБОС. 

Проведите АЛ и НС. 

АНСВЕЕ будетъ правильный шестиуголь- 
НИКЪ. 

Н$Бтъ необходимости приводить доказатель- 
ство этого. 

Наибольшая ширина шестиугольника будетъ 
АБ. 


80. Высота шестиугольника будетъ 
У ‚ #0 =0856..:, Х № 
81. Если Л есть радусъ описаннаго круга, то 
Ю=- АВ. 
2 
82. Если г есть рамусъ внисаннаго круга, то 
‚ИЗ Е ПО... ХАБ, 


83. Площадь шестиугольника равна 6 площа- 
дямъ треугольника ЫС (0), «7 


Е ©° 
-6. 48 .УЗдв 9 


5 
= ЗУ ‚ АОНОХ..... 4. 


СлЪдовательно, шестиугольни-—3. АВ.СР 
или въ 11 раза больше равностеронняго треуголь- 
ника, построеннаго на БР. 


42 У. ШЕСТИУГОЛЬНИКЪ. 


84. Рис. Зо представляетъ прим$ръ орнамента 
изъ равностороннихъ треугольниковъ и шести- 
угольниковъ. 

85. Образуйте шестиугольникъ изъ равносто- 
ронняго треугольника, перегнувъ его такъ, чтобы 
вершины сошлись въ центрЪ. 


= 
Рис. 30 57 


Сторона этого шестиугодиеНика равна 1 сто- 
“\ 
роны взятаго равносторонняг\), треугольника. 
а . 
Площадь этого шестиурольника = 3 площади 


взятаго треугольника. “5 


У. ШЕСТИУГОЛЬНИКЪ. 43 


86. [Пестиугольникъ можно разд$лить на рав- 
ные правильные шестиугольники и равносторон- 
не треугольники, какъ показываетъ рис. Зт, дБлая 


Рис. 31 
перегибы чрезъ точки, дфляцпия стороны на три 
равныя части. 


7 
© 
№ 
Я 


УТ. Восьмиугольникъ 


87. Въ данномъ квадрат$ построить правиль- 
ный восьмиугольникъ. 


Рис. 32 хх 


Въ данный квадратъ вии} №. другой квад- 
ратъ, соединивъ преинае В С, № сбронъ 
даннаго. 
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Раздлите пополамъ углы между сторонами 
даннаго и вписаннаго квадратовъ. Пусть эти бис- 
сектрисы перес$каются въ А, А, (и Н. 


АЛЕВБВЕССОН будетъ правильный восьми- 


угольникъ. 


Треугольники 1ЁБ, ВЕС ССР и ВНЫЛ 
равнобедренные и при наложени совпадаютъ. 
СлЪдовательно, стороны полученнаго восьмиуголь- 
ника равны. 


Каждый изъ угловь при вершинахъ А, /, 
а, Н тБхь же треугольниковъ равенъ полутора 
прямому углу, такъ какъ ихъ углы при основами 
равны четверти прямого угла каждый. 


СлЪдовательно, каждый изъ угловъ восьми- 
угольника при точкахъ 4, Б, С, 1) равенъ полу- 
тора прямому углу. 

Значитъ, всБ углы нашего восьмиугольника 
равны между собою. 


Наибольшую ширину восьмиугольника пред- 
ставляетъ сторона даннаго квадрата а. «У 


88. Если № есть радусъ описаннаго Брука, 
а а сторона взятаго квадрата, то © 
< 


© 
Вы“. 
Е №” 
89. Каждая сторона стяги уголь при 


центрЪ, равный половин пря6то. 
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90. Проведите ралусъ ОА; пусть онъ пере- 
сЪкаетъ 4 Б въ точкЪ К (рис. 33). Тогда 
Ол а 
АЕ=ОК=—— =, 
ИУ2 2,2 


КЕ-=ОА—ОК=.— :. И" АА 


х 


Ур 


«У 
Рис. 33 \9° 
Но изъ треугольника 4ЁЕК ъ: 
А Е*=АК?-- КЕ? ву 
2 
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а? — 
=— $(2=— Из) 
д ( ) 


СлЪфдовательно, 4 Ё => И2 — И. 
91. Высота восьмиугольника есть С Ё (рис. 33). 


Но СЕ?*=/А С*— АЕ? 
=а2 — . . (2 — У?2) = =. @-/з) 


ь Ни 
СлЪдовательно, СЁ= > И2-+ У2 
92. Площадь восьмиугольника равна восьми 
площадямъ треугольника 4 ОЁ и 


а а? 


[4 


93. Можно также получить правильный вось- 
миугольникъ, для углы даннаго квадрата на че- 
тыре равныя части. 

Легко вилЪть,. что Ё 0=й/ (=) сторон 
даннаго квадрата. 6% р 

ХЕ-аУ5; 57 
ХЕ=а(У2—1)} $ 
ХЕ НЕК, ^. \ 
КХ=а—а(У2—® 
=а(2—У2)* 
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Но К 72=а?-| а? (У 2— т1)2=в 4—2 2) 
СлБдовательно, А й=а И4 —2У 2. 
Такимъ образомь СЁЕ=ХА—2ХЕ 
—=ау 2—2а(ТУ 2—1) 


=а(2— 12). 


а = 


Рис. 34 


СлЪдовательно, О == (2 5. 


и 
ЗатБмъ ОХ 25° 7) 
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И Н 722=Н 0-0 12? 
= 6—4У2+5) 
—=а? (2—2). 


Слфдовательно, АЙ=а/2—У2. 
НК=Ки—НЕ 
в —2Ув-вИ=—У2 
в. (И2--У в). (И >—1) 
=а| то— 7 У2. 
1 Г@ о о = 
АГг=— НК = — Ито— 2: 
2 2 и ти 
и НА=“ Изо — т4У 2. 
2 
Для стороны восьмиугольника пополамъ и 
соединяя полученныя такимъ образомъ точки съ 
центромъ, мы разд$лимъ перигонъ (=4 прямымъ) 
на шестнадцать равныхъ частей. Такимъ образом» 
о 


можно легко построить т6-угольникъ, заломъь 
32-угольникъ и вообще правильный 2"-угозФийкъ. 


94. Площадь восьмиугольника РА восьми 
площадямъ треугольника НО 4 и _ 


8.190. 


> 
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=Н 0?.2у2 
ы | а >) |. У 


2 
= ЖЕ . (6 —4]?2) 
=а?. (ЗУ 2—4) 


=а2?.У2.(У2— 1). 


95. Отношение этого восьмиугольника къ вось- 
миугольнику $ 92 


—=(2— У 2)? :т или 2:(У2+ тг}; 


ихъ основанля относятся между собою, какъ 


У2:(У2- т.) 


УП. Девятиугольникъ 


96. При помощи складывая бумаги можно 
довольно точно раздЪфлить уголъ на три равныя 


Рис. 35 5” 


части и такимъ путемъ построить ВИиблизительно 
правильный девятиугольникъ. “С 
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Получите три равныхъ угла при центрЪ рав- 
носторонняго треугольника (5 25). 

Для удобства складывамя вырЪжьте эти три 
угла ЛОР, РГОСи СОЧ. 

РаздБлите каждый изъ нихъ на три части, 
какъ на рис. 35, и отложите на ихъ сторонахъ 
отрЪзки = О 4. 

97. Каждый изъ угловъ девятиугольника ра- 
венъ "/, прямого угла или 140‘. 

Каждая сторона девятиугольника стягиваетъ 
уголъ при центрЪ въ + прямого угла или 40°. 

Половина этого угла есть + угла девяти- 
угольника. 

98. О.4=а,2, гдБ а есть сторона квадрата; 
она есть Также радлусъ описаннаго прут: ит. 

Радлусъ вписаннаго круга 

—А ,.с0$20' 
—=1ас0$ 20° 


= = Х 09396926 


=аХ о'4698463. «у 
Площадь девятиугольника равна дерйти пло- 
шадямъ треугольника ОГ и © 


=9.А^.+ Аз 49 


= 2е® о” 
59 х обе 


2х. 


УШ. Десятиугольникъ и двфнадцати- 
угольникъ 


99. Рис. 36, 37 показываютъ, какъ можно 
получить правильные десятиугольникъ и двЪфна- 
дцатиугольникъ изъ пятиугольника и шестиуголь- 
ника соотвЪтственно. 


< 

__ 
с? 

< 

(® 

Рис. 36 5” 
Главную часть работы составу получене 

угловъ при центрЪ. < 


54 УШ. ТО УГОЛЬНИКЪ И Т2 УГОЛЬНИКЪ. 


На рис. 36 ратусъ вписаннаго въ пятиуголь- 
никъ круга принятъ за ражусъ круга, описаннаго 
около десятиугольника, чтобы послБдьйй не вышелъ 
за предБлы взятаго квадрата. 


100. Правильный десятиугольникъ можно по- 
лучить также слБдующимъ образомъ: 


Рис. 37 «У 
Найдите точки Х, У (рис. 38), каб въ $ 51, 
раздфливь „ЧБ въ среднемъ и емъ отно- 
шени. < 
Возьмите М посрединЪ В: 
Сдфлайте перегибы см О, УР подъ пря- 
мыми углами къ 4 РБ. 
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Возьмите точку О на МО такъ, чтобы 
УО =А Ти ТОЕЛЬ 

Продолжите УОи ХО до пересфченя съ 
ди УР.вь тома Саи 


Рис. 38 «У 


РаздБлите углы ХОС и РОУ на чебре 
равныя части лишями МОЁ, КОКиГ О 
Отложите ОЛ, ОК, ОГ, ОЕ, Оби ОС 
равными ОУ или ОХ. < 
Соедините послфдовательно то № д м1, №, 
1. СЕ Е ба Тань. 
Д УОХ=? прямого УбЯа=36". 


Роу. Геометричесюмя упражнен!я 5 


|Х. Пятнадцатиугольникъ 


101. Рис. 39 показываетъ получеше пятна- 
дцатиугольника изъ пятиугольника. 

`Пусть 4 ВСРЬЕ будеть пятиугольникъ и О 
его центръ. 


о 


К. 
СХ 


В 
Рис. 39 © 
Проведите О, ОВ, обр и ОЕ. Про- 
должите ДО до пересфчещягь АВ въ точк$ К. 
Возьмите ОР И 
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СдБлайте перегибъ САН подъ прямымъ 
угломъ къ ОЛ. Отложите Об=ОН=оО). 

Въ такомъ случа < № Я есть равносторонй 
треугольникъ и углы ДОСи НОР равны 1т20° 
каждый. 

Но уголь ДОЛ равенъ 144; слФдовательно, 
уголь (ОЛ равенъ 24°. 

Значитъ, отъ угла Ё О, равнаго 72°, линия 
ОС отдфляетъ третью часть. 

РаздБлите уголь ЕО С пополамъ лишей О /,, 
перес$кающей А. въ точкЪ 2, и пусть ОС пе- 
ресЪкаеть Е 4 въ точкЪ М; тогда 


Ощеаю ии. 


На ОЛ и ОЁ отложите ОР и ОО равными 
ОГ или ОМ. 

Въ такомъ случа РМ, МЕ и ЁО будутъ 
сторонами пятнадцатиугольника. 

Поступая подобнымъ же образомъ съ углами 
лов, БОС СОВи РОЕ, мы получимъ и всЪ 


остальныя стороны пятнадЦцатиугольника. 


© 
<> 
© 


© 


о 


< 
“< 


Х. Ряды 
„Чриеметическая прогрессёя 


102. Рис. 40 иллюстрируетъ ариеметическую 
прогресаю. Горизонтальныя лини вл$во отъ дща- 
гонали, включая верхй и нижшй края, образу- 


ми ^^ 
ше 


[Г Х 
И 
Ши 

Рис. 40 

ютъ ариеметическую прогресснб’ Если первый 

отрЪзокъ будетъ а, а Мн: двумя сосЪд- 

ними 4, то рядъ будетъ а, 4 а—2а, а за 

и т. д. 


‚ Хх. РЯДЫ. 59 
103. Части горизонтальныхъ линй вправо 
отъ тагонали также образуютъ ариеметическую 
прогресаю, но онф идутъ въ обратномъ порядкЪ, 
постепенно уменьшаясь отъ одного члена къ дру- 
гому на ту же самую величину. 
104. Вообще, если / есть послБдый членъ 
прогресси, 5 ея сумма, то предыдупий чертежъ 
графически доказываетъ формулу 


5 => (а- Е). 


105. Если между а и с въ прогресаи есть 
еще одинъ членъ, то этотъ средный членъ равенъ 
а-нс 

е-: 

106. Для того чтобы между а и / вставить п 
среднихъ членовъ, вертикальную линю нужно 
перегибами раздфлить на и--т равныхъ частей. 
Разность между двумя сосфдними членами будетъ 


[—а 

а 5 

107. Обращаясь къ обратному ряду и перё- 

ставляя а и / одно на мЪсто другого, мы сФблу- 
чимъ прогресаю < 
а, аа, а—24,...,[. © 

Ея члены положительны, поки — 1) 4, 

послЪ чего они будутъ нулемъ.з и отрицатель- 


< 


НыЫМЪ числомъ. о. 


А 
М 
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[Геометрическая прогрессая 


108. Въ прямоугольномъ треугольник пер- 
пендикуляръ, опущенный изъ вершины прямого 
угла на гипотенузу, есть среднее геометрическое 
между отр$зками гипотенузы. Отсюда, если длины 
двухъ отрЪзковъ представляютъ собою два сосЪд- 
нихь или сосфднихъ черезъ одинъ члена геоме- 
трической прогресси, то эту прогресаю можно 


Р 


Рис. 41 


опредфлить согласно рис. 4т. ЗдЪсь ОР50 в 
ОР. ОР, и ОР, составляютъ геомехфическую 
прогресаю, знаменатель отношенля код@рой равенъ 
И. МР. < 

Если ОР, есть единица \жны, то данная 
прогресая состоитъ изъ степей отношенпя, пока- 
затели которыхъ продано ОИ рядъ натураль- 
ныхъ чиселъ. 
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109. Если представить данную прогрессю въ 
ВИДБ @, Фи а,,.., №0 


гри у 
Р,Р.=вуУт- т. 
Р,Р.=ат Ут т. 


Значитъ, эти отрЪзки также образуютъ гео- 
метрическую прогрессю съ знаменателемъ отно- 
шеня #7. 

110. Члены указанной прогресси можно взять 
въ обратномъ порядкЪ, причемъ отношене будетъ 
правильной дробью. Сумма такой прогресаш, про- 
долженной до безконечности, будетъ 

ОР, 
ОР, — ОР 

111. Поступая согласно указантю $ то8, можно 
найти геометрическое среднее между двумя дан- 
ными отр$зками; продолжая этотъ прлемъ, можно 
найти 3, 7, 15 и т. д. среднихъ членовъ. Вооб 
можно найти 2” — т среднихъ, гдЪ и есть то 
положительное число. сэ 

112. Простымъ перегибанемъ бум чрез 
извБстныя точки нельзя найти два \«Фометриче- 
скихъ среднихъ между двумя данные М отрЪзками. 
Это можно выполнить, однако, сующимъ обра- 
зомъ: на рис. 4т даны ОР, ОР, требуется 
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найти Р., и Р.. Возьмите два прямыхъ угла изъ 
бумаги и положите ихъ такъ, чтобы одинъ изъ 
нихъ вершиной лежалъ на прямой ОР, и одна 
сторона его проходила чрезъ Р,, а другой ле- 
жалъ вершиной на прямой ОР, и одна сторона 
его проходила чрезъ Р,; затБмъ перемБщайте ихъ, 
сохраняя указанное условие, такъ, чтобы напра- 
влевшя двухъ другихъ сторонъ ихъ совпали. Вер- 
шины угловъ тогда опредБлятъь положеше Р, и Р.. 

113. Этоть премъ дастъь кубичесай корень 
изъ даннаго числа, такъ какъ, если ОР, есть еди- 
ница, то нашъ рядъ есть т, м, 7, м. 

114. Съ этой задачей связана любопытная 
легенда. „Аеиняне, страдая въ 430 г. до Р. Х. отъ 
сильной эпидеми сыпного тифа, обратились къ 
Делосскому оракулу съ просьбой указать, какъ 
имъ избавиться оть бЪды. Аполлонъ отвЪтилъ, 
что они должны удвоить величину его алтаря, имЪв- 
птаго форму куба. Ничего не могло быть легче, 
казалось, и былъ сооруженъ новый алтарь, каждая 
сторона котораго была вдвое больше, чЬжьу ста- 
раго. Справедливо разгнфванный бого‘усилиль 
эпидемю еще больше. На Делосъ ое или новую 
депуташю, которой онъ отв$тиль)ито съ нимъ 
шутить нельзя и что его ал ры долженъ быть 
ровно вдвое больше. Подозрвая тайну, аеиняне 
обратились къ геометрамъ Самый знаменитый изъ 
нихъ, Платонъ, уклонил отъ этой задачи и по- 
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слалъ ихъ къ Евклиду, который и изучилъ спе- 
шально весь этотъ вопросъ“. (Имя Евклида было 
поставлено вмЪсто имени Гиппократа). Гиппократъ 
свелъ вопросъ къ нахождению двухъ геометриче- 
скихъ среднихъ между двумя данными отрЪзками, 
изъ которыхъ одинъ вдвое длиннЪе другого. Если 
члены этого ряда обозначимъ чрезъ а, х, у и 24а, 
ТО ^3=2а3. Ему однако не удалось найти этихъ 
среднихъ. Ученикь Платона Менэхмъ, живпий 
между 375 и 325 г. до Р. Х., даль три слфдую- 
щихъ уравненпя: 
Я: 00 

Это соотношеше даетъ три слБдующихь ура- 

вненля: 


А" А а... И) 
р. ге 
Г и | 


(т) и (2) представляютъ уравненя параболъ, 
а (3) уравнеше равносторонней гиперболы. Урав- 
невшя (т) и (2) или уравнеюмя (т) и (3) даютъ 
3—2 3. Для рЪшеня задачи надо было взятб 
пересфчеше (а) двухъ параболъ (т) и (2) и пабе 
с$чене (В) параболы (т) съ равностороцией” ги. 
перболой (3). 


о 
© 
Гармоническй рядь $” 


115. Перегните бумагу по бакимъ-нибудь 
лимямъ 1Л^, РБ, какъ на рис\о, гдБ Р есть 
точка на .1А^, а Б на краю бумаги. Перегните 
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еще разъ такъ, чтобы АРи РА о6Ъ совпали съ 


линей РБ. Пусть полученные сгибы будутъ Р Хх, 
РУ, а точки Х, У лежатъ на АБ. 


Въ такомъ случа точки +1, А, Б, У соста- 
вятъ гармоничесюй рядъ. Это означаетъ, что от- 
рБзокъ „.1Б дБлится внутренне въ точкв Х и 
внЪшне въ точкБ У такъ, что 


АА:АВ=А у: в 1 Е 


Очевидно, что всякая линя, перес5кающая 
РА, РХ, РВи РУ, дБлится ими гармонически. 


Рис. 42 «у 


116. Найдите У по даннымъ 4, ВА Х. Для 
этого перегните бумагу по произв@яьной линш 
ХР и отм5тьте на ней точку АззсоотвЪтствую- 
щую точк$ ВБ. Сложите по лин нь дАРПи ЕР. 
Раздфлите уголь ВР А пополамь линей РТ, сдЪ- 
лавъ сгибъ чрезъ точку аь чтобы РБиРЮ№ 
совпали. 
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Такъ какь ХР д$лить уголь АРВ попо- 
ламъ, то 


Ах: ХБ=АР:ВБР 
= 4%: № №. 
117. АХ: ХБ=АУ: БУ 


или 4У—ЛУ: ХУ_БУ=АУ: БУ. 

Такимъ образомъ, .1У, ХУи ВУ образу- 
ютъ гармоничесвй рядъ, а ХУ есть гармониче- 
ское среднее между 4 Уи БУ. 

Подобнымъ же образомъ В есть гармони- 
ческое среднее межлу А Хи ЛУ. 

118. Если даны ВУ и ХУ, то для того, чтобы 
найти тремй членъ 4 У, намъ нужно только по- 
строить какой-нибудь прямоугольный треугольникъ. 
на Л У, какъ гипотенузЪ, и взять уголь АР Х= 


УР ЛР В. 
119. Пусть 4 Х=а АВеви А Ус. 


Тогда = ЕН& 
ас с 
ИЛИ ав--6е=2ас . | 8 


ИЛИ с == 2 . < 


Е: — р. 
2 


Когда И о 
Когда р —2 а. ге. < 


у 
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Поэтому, когда Х есть средина 1 Б, У лежитъ 
на безконечномъ разстояни справа отъ Б. У при- 
ближается кь Б по мЪрЪ приближешя Х къ этой 
точкБ и наконецъ всЪ эти точки совпадаютъ 


При перем5щени Х отъ средины РБ влЪво, 
У перемБщается съ безконечнаго разстоянмя слЪва 
къ точкЪ’` 4 и наконецъ Х, Л и У совпадаютъ. 
120. Если Е есть средина 4 Б, то 


#, МХ. Е ТУТ — В ИЕ 


для всБхь положешй А и У относительно Ди Б. 

Каждая изъ двухъ системъ паръ точекь Х 
и У называется системой въ инволющши; точка А 
носитъ назваше центра, а „4 или В фокуса систе- 
мы. Эти двЪ системы вмБстБ можно разсматри- 
вать, какъ одну. 


Рис. 43 & 
© 
121. По даннымъ 4Хи у можно найти В 
слБдующимъ образомъ: \. 
Продолжите ХА и возь\ите АС = ХА. 
Найдите средину р о&ВЬзка У. 
Возьмите СЁ = 053\или АЕ =рС. 


м. РТ ыЙ 67 


Перегните бумагу чрезъ „4 такъ, чтобы пря- 
мая 1 была перпендикулярна къ САУ. 


Найдите А`такъ, чтобы ОДЁЕ= ОС. 


Сложите по ЕК и проведите ЕВ такъ, что- 
бы РБ была перпендикулярна къ АЛ. 


СР есть среднее ариеметическое между АХ 
и 4У. 


АК есть среднее геометрическое между АХ 
и ЧУ. 


АЕ есть также среднее геометрическое между 
СО или ЧЕ и ЛАБ. 


Значитъ, „1Б есть среднее гармоническое 


между {Хи ЧУ. 


122. Вотъ очень простой способъ найти сред- 
нее гармоническое между двумя данными отрЪз- 
ками. 


Возьмите на сторонахъ квадрата отрЪзки 
АБ, СО, равные даннымъ. Получите длагональ ик 
Ар, Б С и стороны С, Б1) трапеши 2 с В% 
Проведите сгибъ чрезъ Ё, точку пересфченя 
агоналей, такъ, чтобы прямая РГЕС бь пер- 
пендикулярна къ другимъ сторонамъ кварата или 
параллельна АВ и СЛ. Пусть А`Е ь% ересЪ$каеть 
АСи БЛ вь Ки С. Въ а # @ есть 
среднее гармоническое между „Ви СР. 
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Такъ какъ т т 
АВ СВ 
б т" _ 
С Со 
А ЕК СЯ а в — 
р АВТ СОР ве 


| м В —_ 
“Сл$довательно, р: т Ро С 


123. Отрфзокь НА, бОбиняюш средины 
АС и БО, есть ариемезй меское среднее между 
АВи СР. << 
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124. Для того чтобы найти геометрическое 
среднее, возьмите на НК отр$зокь НЁ=ЕС. 
Проведите сгибъ /, М подъ прямымъ угломъ къ 
Н К. Возьмите (0, средину Н К, и найлите на /. М 
такую точку М, чтобы ОМ= ОН. ОтрЪзокъ 
НМ есть геометрическое среднее между АВи 
СШ, а равно и между РС и НК. Такимъ обра- 
зомъ, мы видимъ, что геометрическое среднее 
двухь количествь есть геометрическое среднее 
ихъ ариеметическаго и гармоническаго среднихъ. 


© 
% 


Рис. 45 < 
2. 


Суммоване никоторыхь ряда 


125. Найти сумму ряда <> 
т 5.... (2п-\3). 
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РаздБлите данный квадратъ на нБкоторое 
число равныхъ квадратовъ, какъ на рис. 45. На 
немъ взято 49 квадратовъ, но ихъ число можно 
увеличить по произволу. 

Число квадратовъ будетъ очевидно квадра- 
томъ н5котораго числа, а именно, квадратомъ 
числа дБлевй стараго даннаго квадрата. 


Нине : 
мг 
Па [а 


Рис. 46 > 


ох 


Каждый изъ малыхъ квад ря будемъ 

считать единицей; фигуру, обрееьннуи едини- 

цами 4 - О-а, будемъ назь Ь ГНОМОНОМЪ. 
Числа квадратовъь единийъ въ каждомъ изъ 


гномоновъ ./Оа, ВОВ 3. д. будуть соотвЪт- 
ственно 3, 5, 7, 9, тт, 45, 


Х. РЯДЫ. И 


СлЪБдовательно, сумма ряда Т, 3, 5, 7, 9, 11, 
13 ФЕВБ 


Вообще т з-—5--....- @и— т) =м. 


126. Найти сумму кубовъ и первыхъ нату- 
ральныхъ чиселъ. 

Разбейте квадратъь перегибами на 49 равныхъ 
квадратовъ, какъ въ предыдущемъ параграфЪ, и 
отмБтьте буквами гномоны. Заполните эти ква- 
драты числами таблицы умножения. 

Число въ начальномъ квадратЪ есть т == 1%. 

Суммы чиселъ въ гномонахъ а, Бф ит. д. 
суть 2-1 4--2=28, 33, 43, 53, 63 и 73. 

Сумма чиселъ въ первомъ горизонтальномъ 
ряду есть сумма семи первыхъ чиселъ натураль- 
наго ряда. Назовемъ ее $5. 

Тогда суммы чисель въ рядахьъ а, 6, с, 4и 
в. СУТЬ 

25, ‘35; 245 55 06 И 75. 
Поэтому сумма всЪхъ этихъ чиселъ есть 
5 (рае -9 7) =5° 

Значитъ, сумма кубовъ первыхъ семи чисел 
натуральнаго ряда равна квадрату суммы онбеь 
чиселъ. © 


Вообще, 13 23 --33....-Р из © 

= (8 Е ВАХ ы 
Сл$довательно, № и? == си 5$ 
о. 
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г и, РЯЛЫ, 


А также [и.(и-т)?| — [( — т). иР= (и? Ри)? — 
— (и — и) =4 3. 
Полагая п = т, 2, 3...по порядку, имЪемъ 
4.13 == (т.2)* — (о.т)= 
4.3 == (2.3)“-— (1:8 
4.3? = (3.4 — (2.3) 


4. ера Г) = — [(2— т).и|. 


Складывая, мы получаемъ 


4? == [и(п -- т) ]>, 
откуда 3? == .. 


127. Если $» есть сумма первыхъ я натураль- 
ныхъ чиселъ, то 


ба, = ЖА 
128. Найти сумму ряда 
Г... в. = 


На рис. 46 числа, роста 6 щаго- 
нали, начиная съ т, преси < Чвапраты на- 
туральныхъ чисель по порядку_©” 


Числа одного гномона но вычесть изъ 
соотв тственныхъ чисел блду ющаго гномона. 
Этотъ премъ даеть “У 
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1 — (и — т) == и —(и- т) 
2 [п(и — т) (п 2) (и —3)....- т 
= 1? (п — г) 2[1-2....-- (и — 1] 
= и?-Р (м — т)°-Ри(и — т) 
=: [п — (и— т 3(и— п 


— т 3(и — тя. 
Но и — (п — т = 1—3 (и — Уи 
и (п-- т) — (и — 2) =т-3(и— 2) (ий — т) 


Сложене этихъ равенствъ даетъь 


13 —=п--3[т.2-2.3-....-(и—о.н]. 


Значит, 
т.2 -|-2.3....Р(и— т.н ео" Е ть 
№) 


129. Найти сумму квадратовъ первыхъ и на- 
туральныхъ чиселъ 


т.2--2.3....- (и--).н «5 
= 2° — 2-3 —3.... Ри — и „© 
2? 32... (т--2-3.. АЙ 
И. 8-3 55” 
Поэтому © 


си ву У. вы т) 


Х. РЯДЫ. 


УЕ 


7—4 


=и(и- т) г я 
_ и(и- т) (20 т) 
и м 


130. Найти сумму ряда 


т? 3 52....-Р (21 — т). 
Такъ какъ и? — (п 1 =и- (и Ри (и— т), 
по $ 128, —(2и — т) — (и— т).и, 
то, полагая =, © 
мы найдемъ 1?— == г —о.т 


13 — (и— 1) == (2и — т) — (и ъ.и. 


Складывая, мы имемъ 


из —= 1*-|- 3*- 5*....-- @и — т)? 
—= р.2-|-2.3 3-4. аи 


Отсюда 5”. ем Аа — г)? 
== 44° ИО: ры. „ 


_ 4 —® —и нех о Гри и 
о 
Г. 
< 


Х1. Многоугольники 


131. Найдите центръ О квадрата, перегибая 
его по дмагоналямъ. Раздфлите пополамъ прямые 
углы при центрЪ, затБмъ эти половины прямыхъ 
угловъ и т. д. Такимъ образомъ вы получите 
при центрЪ 2” равныхъ угловъ; каждый изъ нихъ 


4 


будетъ равенъ >» Прямого угла (п — цБлое поло- 


жительное число). На каждой изъ лин, идущихъ 
изъ центра, отложите по ‘равному отрЪзку. Со- 
единяя затЬмъ концы этихъ радтусовъ въ посл$- 
довательномъ порядкф, вы получите правильный 
многоугольникъ о 2” сторонахъ. 

132. Найдемь величины периметровъ и пло- 
шадей такихъ многоугольниковъ. На рис. 47 пусть 
ОЛи ОЛ, будуть два взаимно перпендикуляр»5 
ныхъ радтуса. Пусть рамусы О.4, О. ОЛ, ие 
дЪлять прямой уголъ 1, О 1 на 2, 4, 8.... ча ЕЙ. 
Проведите прямыя 21 А АА., АЛ.. ‚ абрьча- 
юнуя ращусы О. ОЛ, ОД..... под Омь 
углами въ точкахъ Б,, Б., Бу... и КОМЪ слу- 
чаЪ В, В, В..... суть средины ыы 
хорлдъ; „4.4, .414., ЧА. АЛ, . АЗбудутъ стороны 
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вписанныхъ многоугольниковъ 0 22°, 28, 2*.... сто- 
ронахъ, а ОБ,, ОБ... 


.. будутъ соотвЪтствующия 
апоеемы. 


О А, 
Рис. 47 

Нуст Я =. 

Пусть а (2”) обозначаетъ сторону вписаннаго 
многоугольника о 2” сторонахъ, 4(2”) соотвЪлт- 
ственную аиоеему, р (2") его периметрь и 2") его 
площадь. ка. 


У 
Для квадрата © 


Х!. МНОГОУГОЛЬНИКИ. Яя 


Для восьмиугольника: 


въ треугольникахъ (Б.О и АВ, Л, 
АВ, _ Ол | 


ВА АА,` 
Поэтому 1 =^.Б.4,=А[А — 6 (2?) 
—ю (^ — уз] =. РЕ 
ИЛИ А А = и 2— Убе (2). .-: . (т) 
р (2) =. И2—У2 с . (2) 


(23) = О В,=У О 4*— АВ? = И^{.— рим 


уе узтуз.... в 
А (2°) = + периметра Х апоеему 

=Ю.2.И2— У>.1 ВУ2-+-У>2 

— А?.2У2. 


Подобнымъ образомъ для многоугольника о 
16 сторонахъ мы имЪемъ: © 


р(29=Ю. 2 з— У Уе: 7 
Ш = А. 

Ба = У 2+ У у 2; 

(2) —= А. 29. у 
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а для многоугольника о 32 сторонахъ: 


ив в = ы У =+И2+ У; 

5 (2) =Ю.2. Иё-Уз+и -У.ИзУв 
р ВУ + У 2 Из- Уз 
Аг .в./ > ИУ 


Такимъ образомъ обний законъ здЪБсь ясенъ. 


Итакъ, А (2”) = - ‚ © (в). 


При неопредБленномъ возрасташи числа 
сторонъ апоеема, очевидно, приближается къ сво- 
ему пред$лу, ращусу. Такимъ образомъ предЪлъ 


выражения 
У2+ Иа Ка. 


есть 2; въ самомъ дл, если обозначить этотъ 
предЪлъ чрезъ х, то х=И2-лх; это квадратное 
уравнеше даетъ: х=2 или—т; но второе а&ченге, 
конечно, недопустимо. <° 

133. Если чрезъ концы рад! уф провести 
перпендикулярныя къ нимъ прям мы полу- 
чимъ правильные многоуго: в писанные около 
круга, а также около получе хъ въ предыду- 
шемъ параграфЪ многоугодьриковъ, съ тБмъ же 
числомъ сторонъ. кс 
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На рис. 48 пусть А будетъ сторона впи- 
саннаго а АС сторона описаннаго многоуголь- 
ника. . 

Тогда, изъ треугольниковь А/Ёи ЕГО 

ОЙь Е 36. 
о зат 


ой 
слфловательно, А С = А-— т. 


С Е Е С р 


О 
Рис. 48 
Величины 1ЁЕи О/ изв5стны изъ предыду- 
щаго $ и КС находится помощью простой под-„4, 
становки. 
Площади этихъ двухъ многоугольников 0% 
сятся другъ къ другу, какъ А С?: А Ё>, так ь 


ы 


Ол. 

134. Въ предыдущихъ програ но по- 
казано, какъ можно получить праёцльные много- 
угольники о 2”, 2°...2” стороня®$5. Если же данъ 
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многоугольникъ о р сторонахъ, то легко получить 
многоугольникъ о 2”. т сторонахъ. 

135. На рис. 48 отр$зки АБ и СД суть 
стороны вписаннаго и описаннаго многоугольника 
о и сторонахъ. Чрезъ середину А стороны СВ 
проведите прямыя Е и БЕ. ОтрБзки ЧЕи БЕ 
представляют”ь стороны вписаннаго многоуголь- 
ника о 2и сторонахъ. 

Перегните бумагу по АР и БС, подь пря- 
мыми углами къ {Си ВЛ); эти перпендикуляры 
встрЪтять СЛ въ точкахъ Ри С. 

Тогда ЕС представитъ сторону описаннаго. 
многоугольника о 2п сторонахъ. 

Проведите ОЛ. ОСи ОЁ. 

Пусть р, Р будуть периметры вписаннаго и 
описаннаго многоугольника о 2 сторонахъ, 1, В 
ихь площади; чрезъ р’, Г” обозначимъ периметры 
вписаннаго и описаннаго многоугольника о 2и 
сторонахъ, а чрезъ 1’, Б’ ихъ площади. 

Тогда 


Ре. 4 ож СО, р=и Р’ ван. КО. 


Такъ какъ ОЛ дБлитъ ка а 
А В параллельна С’ /), то 


1 со. 62 х 


ВЕ ОВ - АК АВ 


СЕ_СР 
м — ь 


значить, 
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дя. СЕ и СсОра 


а де.ВЕЁ хе‘ 
ы ИН. 
а’ 
И ЕЕ. 
Р-р 


ДалЪе, изъ подо@бя треугольниковъ ЕЁ /А и 


АНЕ 


ЕР РЁ 

АН АЕ 
или мае аыйР; 
значитъ, 48” ЧЕ = ди а Е. 
или р’ = УР. 


Съ другой стороны, 
4 =эв ЛА 6-Е ЛСОЕ, 
= ЧО НВ ЛРОРЕ. 
Такъ какъ треугольники 4 ОНи АОЕ име 
ютъ одну и ту же высоту АН, то д 
лоно 5 
ЛАОЕ "ОЕ' ву 
Подобнымъ же образомъ 7 


(о) 


даовея 5“ 
о Но 
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ЗатЬмъ, такъ какь АБ | СЛ), 
АОН АО 


Г ЛАОЕ ЛОМ 
Поэтому _ == - или 4’ =У АВ. 


Теперь найдемъ 6’. Гакъ какъ у треуголь- 
никовь СОЁЕ и КОЁЕ высота общая а ОК 
дфлитъь уголь ЕО С пополамъ, то 


АСОЕ СЕ ОТ 


ГОРЕ РЕ- ОЕ 
затБмъ ОЕ=оОл 
ОС ОЕ Ла 


И = 


О У р 
АСОЕ ЛАОЕЕ Я 


поэтому АТО Е- —_ АО . 
Изъ этого уравненя легко получаемъ, что 
25 Т+А. 
р © 
— 
слдовательно  В’=® Е е? 


яя’ © 
О 
136. По даннымъ раму ой и апоеемВ г 
правильнаго многоугольника \Майти рамусъ Л’ и 
апоеему и’ правильнаго мзтоугольника 170г0 же 
периметра, но съ двойн М5 числом сторон. 
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Пусть .4Б будетъ сторона перваго много- 
угольника, О его центръ, О. радлусъ описаннаго 
круга, ОД) его апоеема. На продолжении апоеемы 
ОШ отложите ОС=О Л или О В. Проведите -1 С, 
БС. Перегните по О.’ и ОВ’ перпендикулярно 
къ Си БС, опредБляя такимъ образомъ точки 
И, № 


Рис. 49 


Проведите прямую 1’ Б', пересБкающую ОС 
въ /). Хорда 1’ Б’ будетъ равна половинЪ (4 Б, а 
уголь БОЛ’ равенъ половинЪ угла ВОЛ. ОМ’ 
и ОШ’ представляютъ ратмусъ А’ и апоеему и 
второго многоугольника. 

Но ОПР’ есть среднее ариеметическое мед 
ОСи ОР, а ОХ’ есть среднее ет Кое 
между ОСи ОГ”. Поэтому ву 


и =а(Ю-и), Ю-В 


137. Теперь на ОС отложите) ЭЕ=О М и 
<> 
проведите .1Ё. и 
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Тогда, такь какъ .1’Д’ меньше 2”’С, а 
/ В'М’С дБлится пополамъ прямою ./’А, то 

Е [У меньше, чфмъ + СД”, т.е. меньше 1С1); 
слБдовательно, 

К, —и, меньше, чмъ 1 (А — п). 

Съ увеличенемъ числа сторонъ многоуголь- 
никъ будетъ приближаться къ кругу того же 
периметра, а ^ и г будуть приближаться къ 
радлусу круга. 


Другими словами, 


ЮРИ А —и А, —-.... 


—=даметру круга=Р 
Дал$е, 
№ 
мА, или й. 
1 
и СЕ. т 
М Ш. Ч 
Перемножая эти два ряда равенствъ, находимъь: 
ЮР: ть . А а ое = ралусу круга =. ь 
А --- = а 
у 


С 
138. Радлусъ круга заключается у жду Ан И 7», 
а число сторонъ многоугольника, равно 4 72”, ВЕЛИ- 


хо >. 
чина л заключается межд, р . Поэтому, бе- 
й й 


ря достаточно большое хисло сторонЪ, можно 
вычислить Л съ любой пенью точности. 
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Радтусы и апоеемы правильныхъ многоуголь- 
никовъ о д, 8, 16.... 2048 сторонахъ имБютъ слф- 
дуюпия величины: 

4-угольникъ: г=0'500000, А =#У 2=0'707107 


В-угольникъ: 7, =0'603553, А. =о0'65328т 


2048-угольникъ: 7.=0'636620, ^.,=о`636620. 
=. 
Отсюда Я = обе — 314150... -. 
139. Если А" есть радлусъ правильнаго мно- 


гоугольника того же периметра о ди сторонахъ, 
то 


Дт? — КВ - №) 
2 Ю 
или вообще 
ч № 
Мечи = И Ъ— 1 
а. г < 
140. Ратусы А, А..... послловательну” 
а 
уменьшаются; поэтому отношене --? меньцк@йи- 
а — 
ницы и можеть быть приравнено косин нЪко- 
тораго угла а. < 


© 


уни % 
а 
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Вообще т = бо 
о 


Перемножая почленно таюмя равенства, полу- 
чаемъ: 
а 


(( 1 
Юна=А,.С0$4.С0$ — .С0$....60$ —— 
2 г 2“— 


а 
ПредЪлъ произведеншя соза.с0$—....с0$ —— 
”. ай 


г 


$Ш 2 а 
при Р=с<о равенъ ьа`; Этоть результать из- 


вБстень подъь именемъ формулы Эйлера. 


141. Карль Фридрихъ /Гауссз (Сац$$, 1777— 
т855) доказалъ, что кромЪБ правильныхъ много- 
УГОЛЬНИКОВЪ 0 2”, 3.2”, 5.2”, 15.2” сторонахъ съ 
помощью элементарной геометрии могуть быть 
построены только таме правильные многоуголь- 
ники, у которыхъ число сторонъ представляетъ 
произведенте 2” и одного или н$сколькихъ раз- 
личныхъ чиселъ вида 2”-- т. Мы здБсь укажемъ, 
какъ могутъь быть построены многоугольйНЖи о 5 
и т7 сторонахъ. $\©° 

Намъ понадобятся слБдующи СЯремы м 

(т) Если Си 1) суть дв т О полуокруж- 
ности АСДОБ, если С’ О ев © м0 


[®) 


ЕН р оО. [®) 
д 
*) Доказательство эти т. можно найти у 
Саю ан, ТЬеотётез © Рго 8 ез 4е Свотенле Евтещаше. 
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отношеню къ щаметру ББ, а К обозначаетъ 
радлусъ круга, то 


АВВ (ср- 9 Г. 
и о Г. 
АС. В. Ш. 


(2) Пусть окружность н$котораго круга раз- 
дфлена на нечетное число равныхъ частей, пусть 
АО будетъ даметръ, проходяпий чрезъ одну 
изъ точекъ дфлемя и чрезъ средину О про- 
тивоположной дуги. Обозначимъ буквами „4, .4..... 
Аки А,', Д,.... А» точки дБленя по обЪ стороны 
этого дмаметра, начиная съ ближайшихъ къ 4. 


Въ такомъ случаЪ 


о4,.00 № Одыв.. У. 


И О, ОО. МЕН. 

142. Очевидно, что если хорда О.» опредф- 
лена, то уголъ „О найденъ и остается раздЪ- 
лить его на и равныхъ частей, чтобы получить „5, 
прочая хорды. „© 

143. Возьмемъ сначала пятиугольникъ. © 

у © 

По Г\/ теоремЪ хо 

| ОА,. ОА, = >. < 

По Г теоремЪ м 
(04—04) =ол,.Ол, —= А®) 
СлБдовательно, О.4, — О.4, = 


Роу. Геометрическя упражнен!я 


<] 
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| И 
отсюда = (У5- т) 


и ол, =“ (Иб— в. 


Отсюда вытекаетъ слфдующее построен. 

Проведите маметрь АСО и каеательную 
АЕ. Найдите средину /) ратуса 4 8 отложите 
АВ = 2%. 

На АС, какъ на дламетрЪ» > о ите кругъ 
АЕСЕ. 
Проведите А`/), щи внутрений 
кругъ въ Ёи Р’. 55 

Тогда ГА’ ОА РЕ- О... 
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144. Разсмотримъ теперь т7угольникъ. 
Въ данномъ случаЪ *) 
ОД.ОА. бд Оо. О, =А°. 
04,.04..0ОА,.О9О Л, =. 
О.. ОЛ, ОА. ОЛ, =РА*. 
По Ги П теоремамъ 
О.0А=А(0А,-О4,) 
О04..О0О=АЮ(04— ОА). 
О4..0А,= К (0 А.- Ол.) 
Ол. О = В(0А— Оль. 
Пусть 
ОАО, =М, О -— О, =М, 
О. О 4.=Р, Ол-— О А,=0. 
Тогла Ми ы=. 
Подставляя значешя М, М, РиО въ формулы 
о < 
и пользуясь теоремами Ги ЦП, находимъ: ©” 


ео © 
(М— №) —(РЬ—О)=^Ю. $$ 


*) ЗдЪсь указаны лишь главные шаги. и вопросъ 
изложенъ у Саюмап, Трбо’тётез @ ая Че Сботейче 


Е!втеилте, и у Вет, Знаменитыя Задани элементар- 
ной геометри. 
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Подобнымъ же образомъ, подставляя значеня М, 
М, Ри О вь написанную выше формулу и при- 
нимая во внимане [и П теоремы, мы найдемъь, 
что 


(М —М№)(Р— О) =4 №”. 


Отсюда опредБляются М — №, Р— О, М, №, 
Р и О. 
Съ другой стороны, 
О.Р ОЛ, =Р, 
Од.,. ОА, =. 
Отсюда опредфляется О .. 


145. РазрЪшая эти уравнемя, найдемъ 
М— М=+А(т-+У:17. 
РЫ—0=$Ю( —т+У17. 
Р=4Ю(-т У +Из4—2У17. 
М1 Ю(—1— У17+ Из4-+У217). «5 
ОА, Е-а+УнчИяиы 
2 зи т -+Итло— >6И 17—43 
= [+ УИ з4 17 


эй за Итло-+38 И 17. 
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146. Геометрическое построеше будегь слф- 
дующее: 

Пусть В 4 будеть маметръ даннаго круга; 
О его центръ; С средина О.4. Проведите АД 
перпендикулярно кь О. и отложите АД)=АВ. 
Проведите СР). По обЪ стороны оть С’ найдите 
на СО таюя точки Е и А”, чтобы СЕ=СЕ’=С А. 


‚© 
5” 
< 

Рис. 51 $ 
Раздфлите Е) пополамъ въ т Си ЕР 


въ С’. Проведите ЭРК перпениикуя но къ СДи 
отложите ДЁ=оО 4. 
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Проведите Ади Ё С’. 

Найдите на КС такую точку Н и на продол- 
жени АС’ такую точку ХР’ чтобы С(Н=ЁС и 
Г =С' О: 

Очевидно, что 

ВЕ= М — М, 
ОЕ =РЬ— О, 
а также, что 
ЛМ, откула (РЕ+ЕНЕ а =”. 
Я =). откуда (КЕ) ТИТЕА» 

На ПДА найдите К такъ, чтобы АК=ЕЁИ. 

Проведите А Г, перпендикулярно кь ЛА и 
отмЪтьте на АЛ. такую точку /, чтобы Ё`/, было 
перпендикулярно къ /) /.. 

Въ такомъ случаЪ 

т И >, 

Наконецъ, проведите Ы”М перпендикулярно 
кь АН’ и отложите Н’М=АГ. Проведите ММ 
перпендикулярно къ МЯ’. На ММ найдите такую 
точку М, чтобы Н’М была перпендикулярна къ 
кь АМ. Проведите М А" перпеааенй Г. 

Въ такомъ случаЪ ©5° 

РН’. ЕЕ’ = Е М = у. 9 


Но КАР’ а”. 
Сл$довательно, кРо0 4 


я 
кс” 
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147. На предыдущихъь страницахъ мы при- 
мЪняли разнообразные прлемы, каковы, напр., 
дБлеше конечныхъ ливй на двЪ и на три равныя 
части, дБлене прямыхъ угловъ на двф или на 
другое число равныхъ частей, проведете перпен- 
дикуляровъ къ данной лими и Т. д. Займемся 
теперь теорлей этихъ премовъ. 

148. Всеобщимъ началомъ является принципъ 
конгруэнтности или совмБ5щемя при наложеши. 
Фигуры и отрфзки прямыхъ лин называются 
конгруэнтными, если они тождественно равны или 
равны во всБхъ отношенляхъ. 

Складывая вдвое листъ бумаги, мы получаемъ 
прямолинейные края двухъ плоскостей, совпадаю- 
ние другъ съ другомъ. Эта лишя можетъ быть, 5, 
также разсматриваема, какъ пересБ5чене дву фу 
плоскостей, если обращать внимаше на ихъ фяс- 
положеше во время процесса перегибаня С 

РаздЪляя отрфзокъ или уголъ на И 
число равныхъ частей, мы получаем цв которое 
число конгруэнтныхъ частей. Рав траки или 
равные углы конгруэнтны. кс 
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149. Данъ отрфзокъ А’Х, раздБляемый точ- 
кой 1’ на двЪ части. Найдемъ средину О этого 
отрЪзка, перегнувъ его вдвое. Въ такомъ случаЪ 


52 А’ О А х 
Рис. 52 

О А’ равно половинф разности между ХХ и 
А’ А". Перегните ХХ’ въ точк$ О и возьмите на 
ОХ точку 4, соотв$тствующую точкЪ 1.4’. Тогда 
отрфзокъ 1.’ равенъ разности между АХ и 
А’ Л’ и дБлится точкой О пополамъ. Если брать 
4” ближе кь О, то ЛМ’О уменьшается, а въ то 
же время 4’. уменьшается вдвое скорЪе. Этимъ 
свойствомъ пользуются при нахожденми средины 
какого-нибудь отр$зка при помощи циркуля. 

150. Предыдупия разсужденмя можно прило- 
жить и къ углу. Биссектрису легко найти помощью 
циркуля, нахоля точку пересЪченя двухъ круговъ. 

151. На лини Х’Х отрЪзки вправо отъ О 
можно разсматривать, какъ положительные, а 
отрЪзки влЪфво отъ О, какъ отрицательные, Дру- 
гими словами, точка, перемБщающаяся-0?ь О къ 
А, движется въ положительную сторову, а точка, 
движущаяся въ ‘противоположно {> направленми 
О А’, въ отрицательную. © 

ах=0х—9% 
04'=ОХ 2 Х', 
гдБ обЪ части уравненясотрицательны. 
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152. Если О. одна сторона угла ЛОР, 
неподвижна и если лия ОР вращается вокругъь 
О, то углы, образуемые ею съ О 4, имБютъ раз- 
личную величину. ВсБ таке углы, образуемые 
ОР при ея вращенши въ сторону, противополож- 
ную направлению вращеня стрЪлки часовъ, счи- 
таются положительными. Углы же, образуемые 
ОР при ея вращеши въ противоположную сто- 
рону,- считаются отрицательными. 

153. Посл полнаго оборота ОР совпадаетъ 
съ О.4. Описанный при этомъ уголъ называется 
угломъ при точкЪ (перигономъ); онъ равенъ, оче- 
видно, четыремъ прямымъ угламъ. Если ОР со- 
вершитъ половину оборота, она окажется на одной 
прямой съ ОЛ. Описанный уголъ называется 
угломъ при прямой; онъ равенъ двумъ прямымъ 
угламъ. Когда ОР совершитъ четверть оборота, 
она будетъ перпендикулярна къ О.4. ВсЪ прямые 
углы равны. Равны между собой также всЪ углы 
при прямой и всЪ углы при точкЪ. 

154. ДвЪ прямыя, пересЪкаюная другъ дру: 
подъ прямымъ угломъ, образуютъ четыре конг 
энтныхъ квадранта. ДвЪ прямыя съ инымъ в: ГМ- 
‚ нымъ наклономъ другъ къ другу образую®5 че- 
тыре угла, изъ которыхъ вертикально- ты 
ложные попарно конгруэнтны. 


155. Положене точки на ых, опредф- 
ляется ея разстоямями отъ д такихъ пря- 
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мыхъ. При этомъ разстояне отъ каждой изъ пря- 
мыхь берется по лини, параллельной другой 
изъ нихъ. Аналитическая геометрая изслфдуеть 
свойства плоскихъ фигуръ при помощи такого 
именно метода. Эти двЪ прямыя называются осями 
координатъ; разстояния точки отъ осей называютъ 
координатами, а перебс$чене осей началомъ ко- 
ординатъ. Этотъ методъ былъ найденъ Декартомъ 
въ 1637 году. Онъ оказалъ громадную услугу 
современнымъ изслБдован!ямъ. 

156. Если дв$ оси А’Х, У У’ пересЪБкаются 
въ О, то разстоянля, измфряемыя въ направлении 
ОХ, т. е. вправо оть О, положительны, а раз- 
стояня, изм$ряемыя влфво отъ О, отрицательны. 
Подобнымъ же образомъ отсчитываемыя въ на- 
правлеми О У разстояшя положительны, а взятыя 
въ направлеми ОУ’ отрицательны. 

157. Осевая симметрия опредфляется слЪду- 
ющимъ образомъ: если двЪ фигуры, лежапия въ 
одной и той же плоскости, могутъ быть приве- 
дены въ совпадене вращенемъ "одной из, нихь 
около нфкоторой опред$ленной прямой вь той же 
плоскости на величину угла при прям9й, то эти 
лвЪ фигуры называются симметриЗКыЫми по отно- 


Ч 


шен1ю къ этой прямой, какъ ОНИ 

158. Центральная симметрЫ бпредфляется слЪ- 
дующимъь образомъ: если .Ъ фигуры, лежапия 
въ одной и той же плоскоет ‚ могуть быть при- 
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ведены въ совпадене вращенемъ, на величину 
угла при прямой, одной изъ нихъ около н%фкото- 
рой неподвижной точки той же плоскости, то эти 
двЪ фигуры называются симметричными по отно- 
шеню къ этой точкЪ, какъ центру симметрии. 

Въ первомъ случаБ вращене происходитъ 
внБ данной плоскости, а во второмъ въ ней. 

Если въ двухъ разсмотрфнныхъ случаяхъ 
каждая изъ двухъ фигуръ представляетъ половину 
нБкоторой фигуры, то эта цБлая фигура называ- 
ется симметричной по отношеню къ этой оси или 
къ этому центру, —послБдне носятъ назваше оси 
и центра симметрии или просто оси и центра. 

159. Возьмемъ въ квадрантБ ХОУ какой- 
нибудь треугольникъ РОК. Найдемъ его изобра- 
жене въ квадрантф УО ХХ’, складывая бумагу по 
оси УУ’ и прокалывая ее въ вершинахъ тре- 
угольника. 

Найдемъ такимъ образомъ изображения этихъ 
двухъ треугольниковъ въ четвертомъ и третьемъ 
квадрантахъ. Нетрудно видфть, что треугольники 5 
въ сосфднихъ квадрантахь обладаютъ осевой сиу: 
метрей, а треугольники въ противоположны? 
квадрантахъ обладаютъ центральной симмежрчей. 

160. Правильные многоугольники ‘О’нечет- 
нымъ числомъ сторонъ обладаютъ ой сим- 
метрлей, а правильные многоугольнийй`съ четнымъ 
числомъ сторонъ обладаютъ ральной сим- 
меттлей. 
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161. Если фигура иметь дв$ взаимно-пер- 
пендикулярныя оси симметрли, то точка ихъ пере- 
сфченя является центромъ симметрии. Это иметь 
мБсто для правильныхъ многоугольниковъ съ чет- 
нымъ числомъ сторонъ, а также для н$фкоторыхъ 


Рис. 53 > 


кривыхъ, какъ, напримЪръ, для круга, эллипса, ги- 
перболы и лемнискаты; правильные многоугольники 
съ нечетнымъ числомъ стор‹ могутъ имЪть нф-- 
сколько осей симметрии, нвсреди нихъ не будетъ 


ни одной пары взаимно<ёрйендикулярныхт. Если 
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сложить листъ бумаги вдвое и обрЪзать, то полу- 
ченный кусокъ бумаги будеть имЪть ось. симмет- 
рли; если же обрЪзать сложенный вчетверо листъ, 
то получится кусокъ, обладаюций центральной 


симметрией (рис. 54). 


КУ 
Рис. 54 ‚5 


2 


162. Параллелограммы имфютъ центръ @©йм- 
метри. Четыреугольникъ, имфюний форму бума: 


наго змфя, или трапешя съ двумя равн кб сторо- 

нами, противоположными и равно ‚чайка 
[© 

къ ‘двумъ другимъ сторонамъь, иметь ось сим- 


метрли. м. 


® 
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163. Положение точки на плоскости можетъ 
опредБляться также ея разстоямемъ отъ н$Ъкото- 
рой неподвижной точки и наклономъ прямой, 
соединяющей обЪ точки, къ нфкоторой неподвиж- 
ной прямой, проведенной чрезъ неподвижную 
точку. 

Если ОЛ есть неподвижная прямая, а Р дан- 
ная точка, то длина ОРи /ЛОР вполн$ опре- 
дфляютъ положене точки Р. 


Рис. 55 


О называется полюсомъ, О.А полярной осью, 
ОР ратусомъ-векторомъ, /.1 ОР векторлальнымъ 
угломъ. Отр$зокь ОР и /ЛОР называются 
полярными координатами точки Р. 


164. Симметричное по отношеню казси Ол 
изображене какой-нибудь фигуры мож получить 
перегибанмемъ по 0.4. Радусы-векторы соотвЪт- 
ственныхъ точекъ равно наклон къ этой оси. 

165. Данъ треугольник В С. Продолжите 
его стороны С.А, АВ, В\\”соотв$Ътственно до 
точекъ 0), Е, Е. Предпозбщимъ, что въ А стоить 
человБкъ, обращенный ицомъ къ /); если онъ 
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пойдеть оть 4 кь Б, оть ВкьСи оть Скь 
А, то онъ послФдовательно опишетъ углы ДАР, 
ЕВС ЕСО. Но придя къ своему начальному 
положеншю въ „4, онъ пройдетъ всЪ углы при 
точкЪ, т. е. четыре прямыхъ угла. Изъ этого мы 
заключаемъ, что сумма трехъ внфшнихъ угловъ 
равна четыремъ прямымъ угламъ. 


Рис. 56 


То же самое заключенме приложимо къ лю- 
бому выпуклому многоугольнику. 

166. Пусть этотъ челов$къ стоить въ 21 
лицомъ къ С, затБмъ поворачивается по напра- 
вленю „4 Би идетъ вдоль 4 В, ВСи СА. Въ этом 
случаЪ онъ сдБлаетъ поворотъ, равный углу фи 
прямой, т. е. двумъ прямымъ угламъ. не 5 
довательно поворачивается на углы С.А ВоЕ С 
и РСА. Поэтому ра /САБ 
(отрицательный уголъ)=углу при пра\ю 

Этимъ свойствомъ пользую о повора- 
чивани паровозовъ на жел зныхорогахъ. Локо- 
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мотивъ, стояпай на /) .4, передней частью къ -4, 
переводятъ на С`А, передней частью къ А. Затфмъ 
его пускаютъ заднимъ ходомъ и ведуть на Е ВБ. 
Наконецъ, переднимъ ходомъ его переводятъ по 
ВА на АВ. Паровозъ описалъ одинъ за другимъ 
углы (СБ, СВБА и БАС. Поэтому, три вну- 
треннихъ угла треугольника вмфстБ равны двумъ 
прямым угламъ. 


С 


А м ФИ. 
Рис. 97 «У 
167. Го свойство треугольника, чо’ его три 
внутренне угла вмфстБ равны а прямымъ 
угламъ, можно иллюстрировать съ Номошью куска 
бумаги слБдующимъ образом < 
Перегните Е ны СС’, перпенли- 


кулярно къ . В. Раздлизк ("В пополамъ въ № 
и 4 С’ пополамъ въ МХУ 
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Перегните по №. и МБ’, перпендикулярно 
къ 4 РБ; эти перпендикуляры пересБкутьъ ВСи 
АСвъ 1 и ВБ’. Проведите ./4’С’и Б’С.. 

Перегибая углы по №2’, МБ’ и ЛВ’, мы 
найдемъ, что углы 1, Б, С треугольника соотвЪт- 
ственно равны угламъ Б’ С’ А, ВС№и АСВ’, 
которые вмБстБ составляютъ два прямыхъ угла. 

168. Возьмите какую-нибудь прямую БС. 
Проведите перпендикуляры къ .4ВС въ точкахъ 
А, Би С. На этихь перпендикулярахъ возьмите 
точки /), А, Ё, равно отстояпия оть основашй 

р Е Е 


Ы 


А В с 
Рис. 58 
перпендикуляровъ. При помощи наложемя легок 
видЪть и доказать, на основами равенства з|6ее 
угольниковъ, что отрБзокъ /) Ё равенъ 4 Б ИНЕР- 
пендикуляренъ къ .{/) икъь БЕи что Е |5 Явенъ 
ВС и перпендикуляренъ кь ВЕ и кь С Ко АВ 
(—=0 А) есть кратчайшее разстояше межжу прямыми 
АП и БЁ; это разстояше сохраняет ‘постоянную 
величину. Поэтому {Ди ВЕ нибогда не могут 


Роу. Геометричесмя упражнешя 8 
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встрЪтиться, т.е. он параллельны. Отсюда заклю- 
чаемъ, что прямыя, перпендикулярныя къ одной и 
той же прямой, параллельны между собой. 

Два угла ВА) и ЕВА вмБстБ равны 
двумъ прямымъ угламъ. Если вращать прямыя 
АЛ и БЕ около 4 и В на встр$чу другъ другу, 
то онЪ встрЪтятся и сумма внутреннихъ угловъ бу- 
детъ меньше двухъ прямыхъ. При продолжени же 
въ другую сторону эти прямыя не будутъ встрЪ- 
чаться. Въ этомъ и заключается столь извЪстный 
двънадцатый постулатъь Евклидовыхъ Началъ. 


‚ а А Зе ЗА. ыы 
Рис. 59 
169. Если нфкоторая прямая ЧСН дтрЪча- 
еть ВЕ въ Си СЕ въ НЯ, то . г 


/ СА В=накрестъ лежащему СБ, 
такь какъ каждый изъ нихъ есть дополнене 
/ВАС; а 
Ан № = соотьытствей бу РА 
Поэтому каждый изъ Ихь равеньъ / СБ. 
Сл$Бдовательно, двахозРа САПИи ЕСА вм5- 
стБ равны двумъ прямымъ. 
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170. Возьмите прямую АЛ и отмБтьте на 
ней, начиная отъ ., равные отрфзки ВБ, БС, 
СО ДЕ.... Возетавьте въ точкахъ Б, С, Д, Е.... 
перпендикуляры къ ЧА. Пусть н$которая прямая 
АЕ’ пересЪкаетъ эти перпендикуляры въ точкахъ 
Б’, С’, 0’, Ё’.... Получивипеся отрЪфзки 4 Б’, Б’С", 
С'[’ 0'Е’.... всБ равны между собой. 


Если 1Б, ВС, СЬ, БЕ не равны, то 

дв ме: С, 

ПЛ ыТ ^) —_ мае 
| 171. Если АВСЛРЕ.... представляетъ нЪко- 
торый многоугольникъ, то подобные ему много- 


угольники могутъ быть получены слБлующимъ 
образомъ. 


Возьмите внутри многоугольника какую-ни- 
будь точку Ои проведите лини О, ОБ, ОС. 


На О А возьмите какую-нибудь точку .1' и прове- 
дите лиши .41’РВ’, Б'С’, С’Г”....параллельно 45, БС, х 
СШ.... Полученный многоугольникъ 1’ Б’ С” [/.. 
а подобенъ многоугольнику АВСЛ 59 


Многоугольники, построенные такимъ об МЪ 
вокругь общей точки, находятся въ пе КТИВ- 
номъ отношении между ‘собой. Точка\&/ можетъ 


лежать и внЪ многоугольника. оны 
центромъ перспективы. кс 
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172. РаздБлить данный отрЪзокъ на 2, 3, 4, 
5.... равныхъ частей. Пусть АБ есть данный 
отрЪфзокъ. Проведите перпендикулярно къ .4 ВБ, 
въ разныя отъ нея стороны, прямыя АСи ВБ) 
и отложите 4С=ВП. Соедините Си ЛП) прямой, 
пересЪкающей АБ вь Р,. Въ такомъ случаЪ 


не: В 


Рис. 60 < 


Теперь продолжите АС и ор ите ЕЕ 
А... =.4С или Е роведите ли- 
ни ДЕ ДЕ, ОС....; пусть ФнНЪ пересЪкаютъ 
АБ въ точкахъ Р., Рь Р,. © 

Изъ подобля треугоми ков получится 


Р.В: АЮВО:АЕ 
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Отскла РЁ = ВОР 
=: 4. 


Подобнымъ же образомть, 


Рае т: 4 


ел 
Если РТ, 
| т 
то 2 == 
т.о 
Т 
ЕЕ ь 
@. 52 
т 
> 
3.4 
| т 
та В Ве 11 4 
бы с) 


Но АР. РР. Е Р.Р,-+.... въ оконча- 


тельной суммБ равняется РБ. 
Поэтому ви - ЕН : --.... ДО 00 = Т. 
“т.м а ку 
1 р 
Или еще И з © 
2 © 


К ое ОВ © 
о с 
т Т т <> 


ие“ 
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Складывая, находимъь: 


ПредЪль т— : при и=с® равенъ т. 

173. СлБдуюций простой премъ можетъ быть 
употребленъ для дБлешя отрЪзка на произволь- 
ное число равныхъ частей. 

Возьмите прямоугольный кусокь бумаги и 
отмЪЬтьте и равныхъ отрфзковъ на каждой или на 
одной изъ двухъ смежныхъ сторонъ. Перегните 
бумагу чрезъ точки дфлешя такъ, чтобы полу- 
чить перпендикуляры къ сторонамъ. Отм$тьте 
точки дБлешя и углы цифрами о, т, 2,....1м. Пусть 
требуется раздфлить сторону другого куска бу- 
маги В на п равныхъ частей. Для этого помЪ$- 
стите {В такъ, чтобы точка 4 или В набЭдилась 
вьо, а В или 21 лежала на перпендиБ®фрЪ, про- 
ходящемъ чрезъ и. < 

Въ этомъ случаБ отр Бзока А В долженъ 
быть больше О. Но для обшить отрЪзковЪъ 
можно взять меньшую ис к прямоугольника. 

ТФ точки, въ кото В пересЪкаетъ пер- 
пендикуляры, и суть о точки дБления. 
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174. Центръ средняго положешя. Если пря- 
мая .4Б содержитъ (и - и) равныхъ частей и дЪ- 
лится въ точкЪ С такъ, что АС содержитъ т, 
а СБ содержить и этихъ частей, то, опустивъ 
изъ точекъ „4, С, Б на нфкоторую прямую пер- 
пендикуляры 4/0), СКи БЕ, получимъ 

т.ВЕ-и.АР=(т--п).СЕ. 

Въ самомъ дБлф, проведите параллельно А /) 
прямую ВСЯ, которая пересъчеть СЁ въ С и 
АО въ, Н. Предположите, что чрезъ точки дф- 
лешя „4В проведены прямыя параллельно В М. 
Эти прямыя раздблять 4Н на (ши) а СС 
на 72 равныхъ частей. 

Поэтому 


п.АН=(т- и). СС; 
и такь какъ 7) Ни ВЕ равны СЁ каждый, то 
п. НОРт.БЕ=(<=т- СЕ. 
Отсюда, складывая, получаем 
в.(АН-+НО)-+т.БВЕ=(т-и).(СС-ЕОСЕР) 
ИЛИ и. ЧО тт.ВЕ= (т-.СЕ. 


а 
(С называется центромъ средняго полод@йя 
или среднимъ центромъ тозекъ Чи Б дляСРисте- 


< 


[© 


мы кратныхъ т и и. 

Этотъ принципъ можно распров нить и на 
случай любого числа точекъ, еСЯежащихь на 
одной прямой. Въ этомъ а Р булутъ 
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обозначать основашя перпендикуляровъ, опущен- 
ныхъ на какую-нибудь прямую изъ точекъ 4, В, 
С ит. д., если а, 6, с.... суть соотвЪтствуюнцие 
множители кратности, а 1/4 есть средый центръ, то 


а. АР+Ь.БР+С.СР-+... 
=(а-о-с+...). МР. 


Если всф множители равны а, то 
а(АР-ЕВЬВР-УСР+...)=па. МР, 


гдБ и есть число точекъ. 


175. Центръ средняго положеня нфсколькихъ 
точекъ съ равными множителями получается слЪ- 
дующимъ образомъ. Найдите средину С прямой, 
соединяющей двЪ какя-нибудь точки #1 и Б, соеди- 
ните С съ какой-нибудь третьей точкой Си раздБли- 
те С Свъ Ы такъ, чтобы С Н--!/, С ©, соедяните 7 
съ четвертой точкой Ди раздфлите НО въ К 
такъ, чтобы НК=!/, НД, и т. д.: послБдняя най- 
денная такимъ образомъ точка и будетъ центромъ 
средняго положеная данной системы т 


< 


176. Поняме о среднемъ центрЪ май центр 
средняго положеня заимствовано ИЗ$®” статики, 
ибо система матерлальныхъ точек ломфщенныхъ 
въ 4, Б, С.... и обладающих О 
была бы въ равновЪфаи окох средняго центра 
М, еслибы могла свободнб) вращаться около М 
подъ дЪйствемъ силы жести. 


ХИ. ОБПИЯ НАЧАЛА. ТТТ 


Поэтому среднй центръ находится въ тЪс- 
ной связи съ центромъ тяжести статики. 

177. Средый центръ трехъ точекъ, не лежа- 
щихъ на одной прямой, совпадаетъ съ перес$че- 
нмемъ меланъ треугольника, имБющаго вершины 
въ этихъ трехъ точкахъ. Онъ является также пен- 
тромъ тяжести или центромъ массы тонкой тре- 
угольной пластинки равномЪрной плотности. 


178. Если М есть средый центръ точекъ /, 
В, С.... для множителей а бс...., а Р какая- 
нибудь другая точка, то 
_ в. 
=а. Ч Мб. В Мс. С М?-.... 


= РМ (ао с-....). 
Поэтому въ правильномъ многоугольникфЪ, 


если О есть центръ вписаннаго или описаннаго 

круга, а Р какая-нибудь точка, то 
А РБ Р+....=0 2--ОБ*-....1 п: ОР? 
= т: ©. ^; 
Отсюда $ 
ру. К. 55 
Подобнымъ же образомъ \7 
2459 


В.4-- В С" ВО". ..=и 
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Складывая, находимъь: 

2(А БА С Ч1-....)=п.21. 8. 

Отсюда 

4 Б- ЧС АРР-.... =и?. В>. 

179. Сумма квадратовъ отрЪзковъ, соединя- 
ющихъ средн центръ съ точками системы, пред- 
ставляеть минимумъ. 

Если М есть среднй центръ, а Р какая- 
нибудь другая точка, не принадлежащая къ этой 
системБ, то 

ХР 4*=> М А РМ? (гдъ У стоить вм$- 
сто словъ: „сумма всБхъ выраженй типа“). 

Отсюда слБдуетъ, что УР А? представляетъ 
минимумъ, когда РМ =о, т. е. когда Р есть сред- 
шй центръ. 


180. Свойства пересБчешй прямыхъ и кол- 
линеарности точекль могутъь быть повБрены при 
помощи складывая бумаги. Приведемъ Ито 
примЪровъ: Су 

т) Медланы треугольника ветрЁзЯются ВЪ 
одной точкЪ. Эта точка называется \@нтроидомъ. 

2) Высоты еды» пересЪкаются въ 
одной точкЪ, называемой орт ромъ. 

3) Перпендикуляры къ ны сторонъ 
треугольника встр” лв и. точкЪ, назы- 
ваемой центромъ ие круга. 
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4) Биссектрисы угловъ треугольника про- 
ходятъ чрезъ одну точку Эта точка называется 
центромъ вписаннаго круга. 


5) Пусть {ВСР будетъ нзкоторый парал- 
лелограммъ, а Р какая-нибудь точка. Проведите 
чрезь Р параллельно ВСи АВ прямыя СНи 
ЕЕ. Тогда шагонали АС, ЫЁЕ и прямая ОБ 


пересБкутся въ одной точкЪ. 


6) Если двБ подобныя, но неравныя прямо- 
линейныя фигуры расположены такимъ образомъ, 
что ихъ соотв$тственныя стороны параллельны, 
то прямыя, соединяюция соотвЪтственныя вер- 
шины, перес$каются въ одной точкЪ. Эта точка 
называется центромъ подобля. 


7) Если два треугольника расположены та- 
кимъ образомъ, что ихъ вершины лежатъ по- 
парно на пересБкающихся прямыхъ, то точки 
пересБченя соотвЪтственныхъ сторонъ лежать 
на одной прямой. Это положенме изв$стно подъ 
именемъ теоремы Дезарга. О такихъ двухъ тре 
гольникахь говорятъ, что они находятся въ яр 
спективномъ отношени. Точка пересвченыясря- 
мыхъ, проходяшихъ чрезъ вершины, и`Фрямая, 
соединяющая точки пересфчен1я сто >» назы- 
ваются центромъ и осью ах 


д) Средины дгагоналей полна метыреу голь- 
ника лежать на одной прямой. 
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9) Если изъ какой-нибудь точки окружности, 
описанной около ‘треугольника, опустить (и про- 
должить, если надо) на его стороны перпендику- 
ляры, то основания ихъ будутъ лежать на одной 
‘прямой. Эта прямая называется прямой Симсона. 

Симсонова прямая д$литъ пополамъ прямую, 
соединяющую ортоцентръ съ той точкой, изъ 
которой опущены перпендикуляры. 


то) Ортоцентръ, центръ описаннаго круга 
и центроидъ всякаго треугольника лежатъ на од- 
ной прямой. 

Средина прямой, соединяющей ортоцентръ 
и центръ описаннаго круга, есть центръ т. наз. 
„круга девяти точекъ“; это назване объясняется 
т$мъ, что онъ проходить чрезъ основаня вы- 
соть и меланъ треугольника и чрезъ средины 
частей высотъ, заключенныхъ между ортоцентромъ 
и вершинами. 

Центръ круга девяти точекъ вдвое дальше 
отъ ортоцентра, чфмъ отъ центроида. Въ этомъ 
состоитъ теорема Понселе. к 

тт) Если каюмя-нибудь шесть точек окруж- 
ности 1, В, С, О, Е, Ё` соединить посддовательно 
въ произвольномъ порядкЪ, то тов пересъченя 
первой соединительной прям с съ четвертой, 
второй съ пятой и третьей шестой (продол- 
женныхъ, если надо) леж зо на одной прямой. 
Эта терема принадлежи скалю. 
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12) Прямыя, соединяюния вершины треу- 
гольника съ точками касамя его со вписанной 
окружностью, перес$каются въ одной точкЪ. Т$мъ 
же свойствомъ обладаютъ внфвписанныя окруж- 
ности. 


т3) Внутрення биссектрисы двухъ угловъ 
треугольника и внфшняя биссектриса третьяго 
угла перес$каютъ противоположныя стороны въ 
точкахъ, лежащихъ на одной прямой. 

14) Внфшыя биссектрисы угловъ треуголь- 
ника пересфкаютъ противоположныя стороны въ 
точкахъ, лежащихъ на одной прямой. 

15) Прямыя, проведенныя чрезъ какую- 
нибудь точку перпендикулярно къ прямымъ, сое- 
диняющимь эту же точку съ вершинами какого- 
нибудь треугольника, встрБчаютъ противополож- 
ныя стороны треугольника въ точкахъ, лежащихъ 
на одной прямой. 

гб) Если взять какую-нибудь точку О на 
оси симметрии двухъ равныхъ треугольниковъ 
АБС, 1’ БВ’ С’, то прямыя О, В Ои СО переск> 
каютъ стороны ВС САи АВ въ точках; @е- 


жащихь на одной прямой. @; 

17) Гочки пересБченмя паръ каса ныхъ 
къ какому-нибудь кругу въ концахъ ъ, про- 
ходящихъ чрезъ данную точку, леж: на одной 


прямой. Эта прямая называется ц63рой данной 
точки относительно даннаго Крус» 
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18) Изогонально сопряженныя прямыя трехъ 
пересБкающихся прямыхъ .4Х, ВА, СХ по от- 
ношеню къ угламъ треугольника {БС пересф- 
каются въ одной точкЪ. (Дв$ прямыя АА, АУ 
называются изогонально сопряженными по отно- 
шеню къ углу БАС, если онЪ составляютъ 
равные углы съ его биссектрисой). 

9) Если въ треугольник$ АБС прямыя 
Ал, БВ, СС’, проведенныя изъ каждаго угла 
кь противоположной сторонЪф, сходятся въ одной 
точкБ, то ихъ изотомичесмя сопряженныя отно- 
сительно соотвфтственныхь сторонъ также схо- 
дятся въ одной точк$. (Прямыя 4.4, ЧА” назы- 
ваются изотомическими сопряженными относи- 
тельно стороны БС треугольника АБС, если 
отр5зки Би СА" равны между собой). 

20) Три симмеланы треугольника перес5- 
каются въ одной точкЪ. (Изогонально сопряжен- 
ная меманы ИМ треугольника называется ея 
симмедщаной). 

А 
<; 
`_©° 
©у 
© 
к 
@ 


№ 


< 
$ 


ХШ. Коническя сЁченшя 
Отоьль [.— Круг 


181. Листь бумаги можно согнуть по мно- 
гимъ направлешямъ, проходящимъ чрезъ одну и 
ту же точку. Гочки, взятыя на каждой такой пря- 
мой въ одномъ и томъ же разстоянши отъ общей 
точки, будутъ лежать на окружности нЪкотораго 
круга, а общая точка будетъ его центромъ. Кругъ 
есть геометрическое м$сто точекъ, равноотстоя- 
щихъ оть неподвижной точки, его центра. 

182. Можно провести любое число концентри- 
ческихъ круговъ. Они не могутъ перес$каться. 

183. Центръ можно разсматривать, какъ пре- 
дълъ концентрическихъ круговъ, описанныхъ око- 
ло него, какъ около центра, если величина радуса 
безпредфльно уменьшается. 

184. Круги съ равными рамусами могутъ,5, 
быть совмБщены и равны. „© 

185. Кривизна круга одинакова по всей ок К 
ности. Поэтому, если вращать кругъ нокругъ 
центра, то онъ будетъ скользить вдолкО’самого 
себя. Отношеше къ кругу какой-ниб № фигуры, 
неизмЪнно связанной съ центромъ®е изм нится, 
если фигуру вращать около цена: 
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186. Прямая можетъ пересЪкать кругъ только 
въ двухъ точкахъ. 


187. Всякй дламетръ длится въ центрЪ круга 
пополамъ. По длин$ онъ равенъ двумъ радтусамъ. 
ВсБ маметры, какъ и рамусы, равны между 
собой. 

188. Центръ круга есть вь то же время. его 
центръ симметрии; концы любого дламетра суть 
соотвБтственныя точки. 


189. Каждый щмаметруь является осью симмет- 
ри круга и наоборотъ. 


190. Предложения $5 188, 189 вфрны и для 
системъ концентрическихъ круговъ. 

191. Каждый даметръ дБлитъ кругъ на дв 
равныя части, называемыя полукругами. 

192. Два взаимно-перпендикулярныхъ ламетра 


дБлятъ кругъ на четыре равныя части, называемыя 
квадрантами. 


193. Для пополамъ прямые углы, ‚@бразу- 
емые д1аметрами, затБмть разд$ляя попозамть эти 
половины прямыхъ угловъ и т. д., учаемъ 2% 
равныхъ круговыхъ секторовъ. Угежь, образуемый 


радусами каждаго сектора, раб 4 прямого угла 
_ \ Ро 


2л л © 
или ЕЕ 


(©) 
2н 2—1 у < 


№ 
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194. Какъ было показано въ предыдущихь 
главахъ, прямой уголъ можно раздЪлить на 3, 5, 
9, ТО, 12, 15 и 17 равныхъ частей. И каждая часть 
прямого угла, полученная такимъ образомъ, мо- 
жетъ быть подразд$лена на 2” равныхъ частей. 


195. Можно вписать кругъ въ правильный 
многоугольникъ и описать около него. Первый 
кругъ будеть касаться сторонъ многоугольника 
въ ихъ срединахъ. 


196. Равныя дуги стягиваютъ равные углы 
при центр и наоборотъ. Доказать это можно 
помошью наложеня. Если перегнуть кругъ по 
дламетру, то обЪ полуокружности совпадаютъ. 
Каждая точка одной полуокружности имфетъ на 
другой соотв$тственную точку, лежащую подъ нею. 


197. Каждые два рамуса образуютъ равно- 
бедренный треугольникъ, основамемъ котораго 
служитъ хорда, соединяющая концы радмусовъ. 


198. Радгусъ, дляций пополамъ уголъ между 5 
двумя другими ратусами, перпендикуляренъ к®` 
хорд5—основаню и дЪлитъ ее пополамъ. ©) 

199. Если взять опредБленный даметоъ, то 
можно провести сколько угодно таких «яръ ра- 
дтусовъ, чтобы ратусы каждой пары бЫми равно 
наклонены къ даметру по’ разныя.< ороны отъ 
него. Хорды, соединяюция концыСЖаждой такой 
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пары радлусовъ, будутъ перпендикулярны къ взя- 
тому щаметру; вс тамя хорды будуть парал- 
лельны между собой. 


200. Тоть же маметръ д$литъ пополамъ вс 
упомянутыя хорды и всф дуги, стягиваемыя этими 
хордами, т. е. геометрическое мЪсто срединъ си- 
стемы параллельныхъ хордъ является маметромъ. 


201. Перпендикуляры къ срединамъ всЪхъ 
хордъ круга проходятъ чрезъ центръ. 


202. Равныя хорды равно отстоятъ отъ центра. 


203. Концы двухъ рамусовъ, равно накло- 
ненныхъ къ дмаметру по разныя его стороны, 
находятся на одинаковомъ разстоянми отъ каждой 
точки этого маметра. СлЪдовательно, можно опи- 
сать любое число круговъ, проходящихъ чрезъ 
эти двЪ точки, съ центрами на этомъ щмаметрЪ. 
Другими словами, геометрическимъ м$стомъ цент- 
ровъ круговъ, проходящихъ чрезъ двЪ данныя 
точки, является прямая, перпендикулярнаяжкъ пря- 
мой, соединяющей обЪ точки, въ ея -<рединЪ. 


204. Пусть СС’ будетъ нцыботорая хорла, 
перпендикулярная къ рамусу 05 Въ такомъ слу- 
чаБ углы 4ОС и ЛОС’ авны между собой. 
Предположите, что обЪ т м С, С’ движутся съ 
равной скоростью къ „Ато хорда СС’ будетъ 
все время оставаться Пяраллельной самой себЪ и 
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перпендикулярной кь О.4. Наконецъ, точки С, 
Аи С’ совпадутъ вь 4, а САС’ остается пер- 
пендикулярной къ О. Точка „. есть послЪдняя 
точка, общая хордЪ и окружности. С.С’, будучи 
продолжена, въ конц концовъ обращается въ 
касательную къ кругу. 


205. Касательная перпендикулярна къ ламетру, 
прохолящему чрезъ точку касаня, и обратно. 


206. Если двЪ хорды круга параллельны, то 
дуги, соединяющия ихъ концы сходнымъ образомъ, 
равны. ТГакъ, напримЪрт, равны дуги, соединяю- 
пия концы каждой хорды съ магонально проти- 
воположными концами второй хорды и прохоля- 
пия чрезъ друпе концы. Это легко видЪть, пере- 
гнувъ кругъ по маметру, перпендикулярному къ 
параллельнымъ хордамъ. 


207. ДвЪ$ хорды ($ 206) и прямыя, соединя- 
юпия ихъ концы сходнымъ образомъ, образуютъ 
трапещю, у которой имЪфется ось симметрии, 
именно даметръ, перпендикулярный къ паралледь” 
нымъ хордамъ. Длагонали такой трапеши перееЪ- 
каются на таметрЪ. Складывамемъ легкоуубЪ- 
диться въ томъ, что углы между каж ой<Изъ па- 
раллельныхъ хордъ и каждой о нь 
равны между собой. Точно такъ жебравны между 
собой углы, стягиваемые другимифавными дугами 
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208. Уголь при центрЪ круга, стягиваемый 
какой-нибудь дугой, вдвое больше угла съ вер- 
шиной на окружности, стягиваемаго тою же дугой 


РА 


Рис. 61 Рис. 62 Рис. 63 


Вписанный уголъ равенъ половинЪ централь- 
наго угла, опирающагося на ту же дугу. 

Даны 
вписанный уголь {ИБ и центральный уголъ 
А ОБ, опираюниеся на одну и ту же дугу АВ. 

Доказать, что АГВ=+ ОВ. 


Доказательство: 


г. Предположите, что чрезъ центрж.О про- 
веденъ ламетръ ГО, продолженный &9 пересз- 
ченя съ окружностью въ точкЪ Хэ 

Тогда ов Ч Е. гв 


2. Но хХхоВ=и 


3. Отсюда слёдуеть о 
„ХИ 1.ХОВ 
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4. Подобнымъ же образомъ 
АГА=АОХ 


(каждый изъ нихъ=нулю на рис. 62), 
и, слБдовательно, 
РУ 9 > 
Доказательство относится одновременно ко 


вс5мъ тремъ чертежамъ, на которыхъ точка 24 
переходить въ ЛХ (рис. 62) и затБмъ далЪе за Х 


(рис. 63). 


209. Углы, стягиваемые одинаковой дугой, 
во всБхь частяхъ окружности им$ютъ одну и 
ту же величину, такъ какъ центральный уголъ 
остается однимъ тфмъ же. 


210. Уголъ, вписанный въ полукругъ, равенъ 
прямому углу. 


211. Если хорда /)С перпендикулярна къ 
дламетру круга АВ, то для четыреугольника 
АС ВО щаметрь АБ является осью симметрии. 
Такъ какъ каждый изъ угловьъ ВСМи Ар Б< 
есть прямой, то сумма двухъ другихъ углов" 
ОБС и САО, равна двумъ прямымъ угдамъ. 
Если А’ и ВБ’ суть каюмя-нибудь друпя теч» 
дугахьъ АС и СВО, то САР 
ОБС = хРВ’С. СлБдовательно, \х СМР - 
д) Б’С=двумъ прямымъ углам Поэтому и 
д ВвСАх АРВ=двумь прАМымъ угламъ. 
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Обратно, если сумма двухь противополож- 
ныхъ угловъ четыреугольника равна двумъ пря- 
мымъ, то его можно вписать вт» кругъ. 

212. Уголь между касательной къ кругу и 
хордой, проходящей чрезъ точку касанля, равенъ 


‹ 


А 


ду 
©” 
Е с? 

Рис. 64 ХХ 
углу, который опирается н \ хорду и вершина 
котораго лежитъ на стор круга, противопо- 
ложной дугЪ круга, закяю ющейся между каса- 
тельнои и хордои. 
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Пусть С будетъ касательная къ кругу въ 
А, а АВ какая-нибудь хорда. Возьмите центръ О 
круга и проведите ОЛ и ОБ. Изъ О опустите 
на {В перпендикуляръ О 1). 


Тогла „БАС=дАОВ=1и ВОД. 


213. Перпендикуляры къ концамъ радусовъ 
касаются круга въ этихъ концахъ (рис. 64). Пря- 
мая, соединяющая центръ съ точкой перес$чемя 
двухъ касательныхъ, дБлитъ пополамъ углы между 
этими касательными и между радтусами къ точкамъ 
касаня. Та же прямая дЪлитъ пополамъ прямую, 
соединяющую точки касашя. ОбЪ касательныя 
равны. 


Въ этомъ нетрудно убЪдиться, перегибая 
чертежъ чрезъ центръ и точку пересБченя каса- 
тельныхъ. 


Пусть 4 С, АБ будуть двЪ касательныя, а 
АРЕОЕ прямая, проходящая чрезъ точку пере- 
сфчешя касательныхъ „1 и чрезъ центръ Ои 


пересБкающая кругъ въ точкахъ 2) и [, а прямую, 5, 
ВС въ точк$ А. ^ 


о 


Въ такомъ случав АС или АВ вл 
среднимъ геометрическимъ между 11) и АУ ай 
есть среднее гармоническое, 40 среды арие- 
метическое. \ 

фе Юры Е - 


А-Од. ДЕ <> 
„> 
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Поэтому а _9 р. Аа ОЩЕЕЕ 
1 -од с ан - 


Подобнымъ же образомъ, если чрезъ 24 
провести какую-нибудь другую хорлу, встрЪчаю- 
щую кругъ вь Ри А, аБСвь О, то отрЪзокъ 
АО будетъ гармоническимъ, а АС геометриче- 
скимъ среднимъ между АРи ЛЮ. 


Рис. 65 «С 
214. Перегните прямоуго треугольникъ 
О С:В по СА перпендикулярно Къ его гипотенузЪ. 
Найдите на ВБ такую току 0, чтобы Ор=ОС 
(рис. 65}. __ 
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Тогда О.Ю в=0О 6=0О, 

откуда ООС во СО в 
ОД: ОР=Ор:ОБ. 

Опишемъ кругъ съ центромъ въ О и раму- 
сомъ, равнымъ ОС или О). 

Точки Ч и В являются взаимно-обратными 
по отношеню къ центру обращемя О и къ кругу 
обращеня СД Е. 

Поэтому, если взять центръ этого круга за 
начало координатъ, то для основашя ординаты 
какой-нибудь точки круга обратной точкой будеть 
точка перес$чемя касательной и оси абсциссъ. 


215. Согните по АВС перпендикулярно къ 
ОВ. Прямая ЕВС носитъ назване поляры точки 
А по отношеню къ полярному кругу СОЕи 
полярному центру О, а точка . называется полю- 
сомъ прямой ЁБ (С. Обратно, Б есть полюсъ С, 
а СЛ есть поляра ВБ относительно того же круга. 


216. Продолжите ОС до встр$чи съ ЕВС 
въ Ё` и перегните по Я перпендикулярно къ ОС. 

Точки и Н являются взаимно- обратны? гу 

АН есть поляра А, а ие Ь 
ОЕ въ ЕЁ является полярой точки Н. 


217. Точки 4, Б, ЕЁ, Н лежат ки ОДНОЙ 
окружности; другими словами, двЪ \ и ихъ 
взаимно-обратныя точки лежать о окруж- 
ности и наоборотъ. 
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Теперь возьмите на АБС какую-нибудь 
другую точку С. Проведите ОС и перегните по 
АК перпендикулярно къ ОС. Точки Ки С 
будутъ взаимно-обратны относительно круга СЕ. 


218. Точки /, Б, С лежатъ на одной прямой, 
а ихъ поляры проходятъ чрезъ одну точку „4. 


Итакъ, поляры коллинеарныхъ точекъ схо- 
ДЯТСЯ ВЪ ОДНОЙ ТОЧКЪ. 


219. Гочки, расположенныя такъ, что каждая 
изъ нихъ лежитъ на полярЪ другой, называются 
сопряженными точками; прямыя, расположенныя 
такимъ образомъ, что каждая проходитъ чрезъ 
полюсъ другой, называются сопряженными пря- 
МЫМИ. 


Аи Е суть сопряженныя точки, какъ и Чи 


Б, Чи С. 


Точка перес$ченмя поляръ двухъ точекъ 
служитъ полюсомъ прямой, соединяющей эти двЪ 


ТОЧКИ. У 


220. Если 2 перемБщается к Яр, тои Б 
движется къ 0). Въ концЪ концов Ли /Р со- 
впадаютъ, а АБС становится кавйельной въ Б. 


Поэтому поляра какой\либудь точки круга 


есть въ То же время 5 о къ кругу въ 
этой же точкЪ. ве 
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221. Если .4 движется обратно къ О, то В 
удаляется въ безконечность. Поляра центра об- 
ращеня или полярнаго центра есть безконечно- 
удаленная прямая. 


222. Уголъ между полярами двухъ точекъ 
равенъ углу при полярномъ центрЪ, опирающе- 
муся на эти двБ точки. 


223. Кругъ, описанный изъ Б, какъ центра, 
ралусомъ БС, перес$каетъ кругь СВЕ орто- 
гонально. 


224. РаздЪлите 4 В пополамъ точкой /. и пере- 
гните по /./М перпендикулярно къ .4Б. Центры 
всЪхь круговъ, проходящихъ чрезъ и Б, будутъ 
лежать на этой прямой. Эти круги пересЪкаютъ 
кругь СОА ортогонально. Такими кругами явля- 
ются, между прочимъ, круги, описанные около 
четыреугольниковь 4ВЕН и АБСК. АЕ и 
АС являются маметрами этихъ круговъ соотвЪт- 
ственно. Изъ этого слБдуетъ, что, если два круга 
перес$каютъ другъ друга ортогонально, то концыс., 
какого-нибудь даметра одного изъ нихъ являю к 

сопряженными точками по отношен!ю къ г. а 
кругу. 

225. Гочки О, 41, Ни К ств одной 
окружности. Гакъ какъ Ы, Ди К вза Ух обратны 
съ точками, лежащими на прям в то линей, 
обратною н$которой прямой, ке кругъ, про- 


тЗо ХПГ. КОНИЧЕСМЯ СЪЧЕНИЯ. 


ходяций чрезъ центръ круга обращения и чрезъ 
полюсъ этой прямой, причемъ эти точки будутъ 
концами его дламетра; и обратно. 

226. Если продолжене /) О встрЪчаетъ кругъ 
СВЕ въ /)', то 1) и 0’ гармонически сопряжены 
съ А и Б. Подобнымъ же образомъ, если какая- 
нибуль прямая, проходящая чрезъ Б, перес$каетъ 
< вь 2 а кругь СДЕ въ тие 
представляютъ гармоническя сопряженныя точекъ 
1 №. 

227. Отложите въ какомъ-нибулдь направлен!и 
Е М=ЕВБ=ЁА и согните по МО’ перепендику- 
лярно къ /, М; пусть этотъ перпендикуляръ пере- 
сфчетъ продолженме (РБ въ точк$ С’. 

Кругъ, описанный около (’ какъ центра, 
радлусомъ (М, пересБчеть кругь съ центромъ 
въ /. и съ рамусомъ /., М ортогонально. 

Но 01 = ОРГ Е 

И 0’ [2 = 0’ М- Г М?; 

поэтому О1?— 012 = О Е*— О’ М? 

и, слБЪдовательно, /., /М является радикальной осью 
круговь О(ОС) и О’(0’М). & 

Беря друмя точки на полуокруж80сти 4 МВ 
и повторяя то же самое построен? ы получимъ 
дв системы безконечнаго числ Уговъ, соосныхъ 
съ О(ОС) иО’(О’М),а ник одной систем 
съ каждой стороны радикал й оси 2 М. Точеч- 
нымъ кругомъ каждой сибфемы является точка 4 
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или Б, которую можно разсматривать, какъ кругъ 
безконечно-малаго радуса. 

Эти двЪ безконечныя системы круговъ можно 
разсматривать, какъ одну соосную систему, круги 
которой составляютъ непрерывный рядъ отъ без- 
конечно-большого до безконечно-малаго круга, 
причемъ радикальная ось является безконечно- 
большимъ, а предБльныя точки безконечно-малыми 
кругами. Эта система соосныхъ круговъ называ- 
ется предБльно-точечнымъ образомъ. 

Въ двухъ пересфкающихся кругахъ общая 
хорда является ихъ радикальной осью. Поэтому 
всф круги, проходяние чрезъ . и В, оказываются 
соосными. Эта система соосныхъ круговъ назы- 
вается образомъ общей точки. 


228. Возьмите двБ5 прямыя ОЛВ и ОРО. 
Изъ точекъ 4 и В прямой ОЛВ опустите пер- 
пендикуляры .1Р и ВО на прямую ОРО. Круги, 
описанные около 4 и Б рашусами АР и ВО, 
касаются прямой ОРО въ Ри О. Поэтому 

< 


ОЧ:ОВ=АР: ВО. „© 


ь С 
Это соотношеше имБетъ м5сто какъ в мъ 


случаЪ, когда перпендикуляры Аправдени у одну 
сторону, такъ и тогда, когда они ле афь по раз- 
ныя стороны отъ О. Б. Касательная\ ъ первомъ 
случаБ является внфшней, а ва зторомъ внут- 
ренней. 
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Въ первомъ случаб О лежитъь вн АВ, а 
во второмъ между 4 и Б. Въ первомъ случа О 
называется внфшнимЪ, а во второмъ внутреннимъ 
центромъ подоб1я обоихъ круговъ. 

229. Прямая, соединяющая концы двухъ па- 
раллельныхъ между собой ратусовъ двухъ кру- 
говъ, проходитъ чрезъ центръ подобя круговтъ: 
внЪшнй, если рамусы направлены въ одну сто- 
рону, внутреннй, если они имБютъ противопо- 
ложныя направления. 

230. Два ращуса какого-нибудь круга, про- 
веденные въ точки перес$ченя этого круга съ 
какой-нибудь прямой. проходящей чрезъ тотъ или 
другой центръ подобля, соотв$тственно парал- 
лельны двумъ ращусамъ другого круга, проходя- 
щимъ чрезъ точки его перес5ченя съ той же 
самой прямою. 

231. ВсБ сБкупая, проходяцпия чрезъ центръ 
подо@я двухъ круговъ, разсБкаются этими кру- 
гами на пропоршональныя части. 

29а ли В, Дл и В, О, суть точккбупере- 
сБчешя, причемъ Б., Б. и [), [1 являются соот- 


вЪтственными точками, то сб 
Ул, С 
О, О =0Ор,. ОВ, = с ра и 
` 2 2 
Отсюда видно, что обр круга, не про- 
ходящаго чрезъ центръ обращеня, даетъ снова 


кругъ. __ 
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Центръ обращеная есть центръ подо@бя пер- 
воначальнаго круга и обратнаго ему. 

Первоначальный кругъ, кругъ ему обратный 
и кругъ обращеня оказываются соосными. 


Рис. 66 


233. Методъ обращения является однимъ изъ 
наиболЪе важныхъ въ геометрии. Онъ былъ от- 
крытъ докторами Стёббсомъ и Инграмомъ (56а БЪ®, 
шпегап), членами Тгшиу СоПеге, въ ДублинЪ, 
около 1842 г. Этотъ методъ былъ употребленъ 
сэромъ Вилмамомъ Томсономъ для геометриче- 
скаго доказательства нЪфкоторыхъ изъ наиболЪе 
трудныхъ теоремъ математической теорли элек- 
тричества. 5 


< 
Отдъьл5 П.—Парабола д» 
м 
234. Параболой называется кривая, ой И 


емая точкой, которая движется по плокети та- 
кимъ образомъ, что ея разстояше „\ ъ данной 


точки постоянно равно ея разстоя{ 0 отъ данной 


прямой. 5% 
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235. Рис. 67 показываеть, какъ можно полу- 
чить параболу на бумагЪ. Сторона квадрата М № 
служить директрисой, О вершиной, Ё фокусомъ. 
Перегибая по ОХ, вы получите ось. Верхнюю 
половину квадрата раздБлите на нЪсколько частей 


Рис. 67 «у 


прямыми, параллельными оси. Эти прямыя встрЪ- 


72 
чаютъ директрису въ нъсколькиххь $ кахъ. Пе- 
регибайте бумагу, совм$щая кал изъ этихъ 
точекъ съ фокусомъ, и отмБчайте каждый разъ 


ту точку на соотв$тствующей Коризонтальной пря- 
мой, въ которой послЬдняЯ. ерегибается. Полу- 
ченныя такимъ образомЪОТочки булутъ лежать на 
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параболь. Перегибане даетъ въ то же время и 
касательную къ кривой въ мЪстБ перегиба. 

236. ОтрБзокьъ ЕЛ, перпендикулярный къ 
ОХ, называется полупараметромъ параболы. 

237. Получивъ точки верхней половины кри- 
вой, можно получить и соотвЪ5тствуюная точки 
нижней половины, складывая бумагу вдвое по оси 
и прокалывая ее въ уже найденныхъ точкахъ. 


Рис. 68 95° 
238. Если ось параболы и ея касатедв Ио 


въ вершинЪ принять за оси координатъ, до урав- 
нене параболы получитъ такой видъ: 
= дем аа РЕВ». У 
Параболу можно опредБлит къ кривую, 
описываемую точкой, которая Двйжется по пло- 
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скости такимъ образомъ, что квадратъ ея разсто- 
яня отъ данной прямой измЪняется такъ же, какъ 
ея разстояме отъ н$которой другой прямой; или 
такъ, что ордината является средней пропорцюо- 
нальной между абсциссой и параметромъ (а5$ 
гесбат), который равенъ 4. ОР. Отсюда слфдующее 
построенге. 

Возьмите на продолжеши АО отрЪзокъ 
ОТ=ч. ОР. 

Разд$лите Г/Л пополамъ въ М. 

На ОУ возьмите О такъ, чтобы МО = 
— м Г. 

Перегните чрезъ О по ОР, перпендикулярно 
кь ОУ. 

Пусть Р будетъ точка пересБчемя ОР съ 
ординатой точки М. 

Р будетъ точкой кривой. 


239. Субнормаль = 2.ОЁ, а ВАЙ ВЕ Г. 
Эти свойства наводятъь на слБдующее по- 
строене. 
Возьмите на оси какую-нибудь точк М. 
Отъ / со стороны, противополёЯ ой вер- 
шинЪ, отложите МС=2.ОР. © 
Перегните по М№Р перпенд Они къ ОС 
и найдите на МР точку Р, дл 59торой ИС... 
Точка, Р принадлежитъ вой. 
Изъ центра Ё` можнаоисать кругъ, прохо- 
ь >. 
дяшии чрезъь С, Ри Г.Х 


ХШ. КОНИЧЕСМЯ СЪЧЕНПЯ. 137 


Удвоенная ордината этого круга есть въ то 
же время удвоенная ордината параболы, т. е. въ 
то время какъ / движется вдоль оси, Р описы- 
ваетъ параболу. 

240. Возьмите между О и РЁ (рис. 69) какую- 
нибудь точку Л. Согните по А М"'Р' перпенди- 
кулярно къ ОР. 


У 


г 
Рис. 69 9 


Найдите такую точку А^, чтобы ОЮ= 5. 
Сложите по РМ перпендикуляр У О 
гд$ /’лежитъ на оси. Перегните ы п 
дикулярно къ оси. . 


На ОХ отложите О Т= ом” 
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На А/М найдите Р”’ для которой К Р’=/А ТТ. 

Перегните по Р’/Аи этимъ перегибомъ опре- 
дфлите точку Р на МР. 

Точки Р и Р’ принадлежатъ кривой. 


241. № и М№ совпадаютъ, если РЕР’ равно 
параметру. 

Если М’ перем$щается отъ Ё къ О, то № 
движется отъ Ё въ безконечность. 

Въ то же время Г движется къ Ола Г(ОГ’= 
О №) удаляется въ противоположномъ направленш 
въ безконечность. 

242. Найти площадь, ограниченную парабо- 
лой, осью и какой-нибудь ординатой. 

Дополните прямоугольникьъ О МРК. Пусть 
отр$зокъ ОА будетъ раздЪ$ленъ на и равныхъ 
частей; предположимъ, что въ (О) такихъ частей 
заключается у и что ти представляетъ ("-- т)-ую 
часть. Проведите перпендикулярно къ О К прямыя 
три п4, которыя пересЪкутъ параболу вьъри 
9; проведите ри’ перпендикулярно къ #4.„Криво- 
линейная площадь (0) Р К есть предЪлъ су Е 
прямоугольниковъ, построенныхъ по о шли’ на 
частяхъ, соотв тствующихъ 22. 57 

Но | |2Рв:| |ЛМА=ржт. те РК. 01а. по 
свойству параболы 


\ 
рт: РК= -ОнОк: 


и ти: ‚ок: и. 
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Отсюда 
рт.ти: РЕ. ОЁ=т: т 
„№ > ЗВ 
ь [Шри=зх [А А. 


Поэтому сумма ряда такихъ прямоугольни- 
КОвЪ 


Бы ....- (@— = ХЕМК 


(и— ти (2и — 


оеаезит — хм 

— 3 их г] мк 
ше ыы 

т == а 

чо Вы 


=4| | МА вы мрелв № Е. Дл Я= 0. 
Криволинейная площадь ОРКА=+ площади 
_|М№КАа слБдовательно, параболическая площадь 


ОРМ= 


243. Гакой же способъ доказательства при- 
мБняется и для нахождемя параболической пло- 
щади, ограниченной какими нибудь дламетромъ 
ординатой. 4 

Отдълене [/.—Эллиись <Я 


244. Эллипсомъ называется крив 5 Которую 
описываетъ точка, движущаяся по пл о такъ, 
что ея разстояше отъ данной точк@ находится въ 
постоянномъ, меньшемъ единий У отношени къ 
ея разстоямю отъ данной прямой. 
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Пусть АР будетъ: фокусъ, ОУ директриса, 
Х А’ перпендикуляръ къ СУ въ точкЪ Р. Пусть 
ЕЛА: ЛО и есть указанное постоянное отношеше, 
причемъ А.А меньше АО. Здфсь ЛА есть точка 
эллипса, называемая вершиной. 


Какъ въ 6$ т16, найдите на Л Х’ такую точку 
А’, чтобы 


РИ. ЖОРА 


Рис. 70 


Такая точка „4 тоже принадлежит ем 
и представляетъ его вторую ке: 


Перегните отр$Бзокъ 4.’ и ы получите 
его средину С, называемую мъ; отм$тьте 
Е’ и О’, соотвЪтствуюция Е «9 Въ О’ перегните 
по ©’ у перпендикулярно «№ \ №. Точка А’ пред- 
ставляетъ второй фокус $ Оу вторую дирек- 
трису. 


ХЛ. КОНИЧЕСКЯ СЪЧЕН!Я. т4 т 


Перегнувъ, проведите чрезъ С перпенлику- 
ляръ къ 1... 
ЕЛА: ОЕ. АО 
=(РА-чЕ А): (АО-А’О) 
28 © 
2. 
На перпендикуляр5 чрезъ С возьмите точки Б’ 
В, по разныя стороны оть С и на такомъ раз- 
стояши, чтобы АБ и ЕБ' равнялись каждый С 4. 
Эти точки Б, Б’ принадлежать кривой. 
4’ называется большой, а Б Б’ малой осью. 


245. Чтобы найти друмя точки кривой, возь- 
мите на директрисф какую-нибудь точку Ё и 
перегните бумагу по Е Ли по ЕАМ’. Перегните 
еще по ЕЁ и отмЪтьте точку Р, въ которой Ё`.1’ 
послЪ перегибанля пересБчетъ продолжене Ё 4. 
Сгибанемъ по РА опредЪлите точку Р”’ на Ё /"'. 
Точки Ри Р” принадлежатъ кривой. 

Согните бумагу чрезь Р и Р”’ такъ, чтобы 
КРГи К’ [/Р’ были перпендикулярны къ дирек» 
трисЪ, гдБ А и КА’ суть точки директрисы, “я 
г и Г’ лежать в: ЕЁ. У 

ЕТ, дБлитъ уголъ {КР пополамъ, 


слБдовательно, (2. ЕР=ИРЕЁи ЕРЕР Г. 
Дал$е, 
ГРРА=РЕ <\ 
=. ее < 
к 
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Подобнымъ же образомъ 
РК Е Ра" 
= 4’: ИО 
=^ А: ЛО. 

Если ЕО=КО, то ЕР перпендикулярно къ 
РОи ЕР=ЕР'. ОтрЪзокъ РР’ есть параметръ. 

246. Когда найдено нЪсколько точекь лЪвой 
половины кривой, то соотвЪтствуюцая точки дру- 
гой половины можно найти, складывая бумагу 
вдвое вдоль малой оси и прокалывая ее въ уже 
найденныхъ точкахъ. 

247. Эллипсъ можеть быть опредфленъ еще 
и Такимъ образомъ: 

Если точка Р движется такъ, что отношене 
Р №: АМ. №2’ сохраняетъ постоянное значение, 
гдЪ РМ представляетъ разстояне точки Р отъ пря- 
мой, соединяющей дв неподвижныя точки Ди „1, 
а /М лежитъ межлу Ч и Л’, то геометрическое 
мБсто Р есть эллипсъ, для котораго 4.4’ есть ось. 

248. Для круга Р №*= АМ. МА. 

Для эллипса РМ: АМ№. МА’ прелставляеть 
постоянное отношенте. в 

Это отношене можетъ быть ‚ЯРйьше или 
больше единицы. Въ первомъ соучаь хАРЛ’ 
тупой, а кривая лежить внутри @помогательнаго 
круга, описаннаго около „4.4 № акъ щаметра. Во 
второмъ случав (АР А’ оюрый и кривая лежитъ 
внБ указаннаго круга. Вох ёрвомъ случа 4’ 
служитъ большой, а во второмъ малой осью. 
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249. Данное выше опред$леше отв$чаеть 


2 


Ь 
уравненю а = (2ах — х”), 


причемъ начало координатъ находится въ вер- 


шин$ эллипса. 


250. 4М№. М’ равняется квадрату, построен- 
ному на ординатЪ О М вспомогательнаго круга, и 


РМ: ОМ=ВС: АС 


Рис. 71| с? 
251. Рис. 7: показываетъ, какъ можно Опре- 
дфлить точки, когда указанное постоянное” отно- 


шене меньше единицы. Отложите СА\?А С, т. е. 
большой полуоси. Чрезъь какую-нибудь точку АЕ 
на 4С проведите прямую ОЕ чсородоляите ее 


«У 
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до встрЪфчи со вспомогательнымъ кругомъ въ 0. 
Проведите прямую Б’Е и продолжите ее до 
встрЪ$чи съ ординатой ОМ въ Р. Тогда РМ: ОМ 
=6'С:РС=ВС:АС. Такой же точно способъ 
прим$нимъ и въ случа отношеня, ббльышпаго 
единицы. Если точки одного квадранта найдены, 
то по нимъ легко найдутся соотвЪ5тственныя точки 
другихъ квадрантовъ. 


= : 50 ы 49° 
Рис. 72 х® 
© 


252. Если Ри Р”’ суть цы двухь сопря- 
женныхъ даметровъ эллипса\\ ординаты МРи 
М’Р” встрЪчаютъ вспомобательный кругъ въ О 
и вь О’, то уголь О С'@Уесть прямой. 
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Возьмите теперь прямоугольный кусокъ кар- 
тона или бумаги и отложите на двухъ смежныхъ 
краяхъ его, начиная отъ вершины ихъ угла, 
отрЪзки, равные малой и большой оси. Вращая 
картонъ вокругь С, нанесите соотвЪ$тствуюная 
точки внЪшняго и внутренняго вспомогательныхъ 
круговъ. Пусть О, А и О’, ^' будутъ точки, лежа- 
ция на одной прямой. Согните по ординатамъ 
ОМ и О’М' и перпендикулярно къ этимъ орди- 
натамъ, по А^Ри №'Р’. Точки Ри Р”’ пранадле- 
жатъ кривой. 

253. Гочки этой кривой можно также легко 
найти, пользуясь слБдующимъ свойствомъ кониче- 
скихъ сЪченйй. 

Фокальное разстояне какой-нибудь точки 
коническаго сЪченя равно длинф ординаты, про- 
долженной до встрЪБчи съ касательной къ кривой 
на конц параметра. 

254. Даны дв точки Ми 2. Проведите 
прямую ..1 и продолжите ее въ обЪ стороны. 
Въ какой-нибудь точкБ5 Р на продолженш А > 
возставьте къ 4) перпендикулярь 2Л. Чрез 
какую-нибуль точку А на ЛК проведите прЯ\ыя 
КА и КА. Въ Л согните по АР, пери лику- 
лярно къ .4 А; пусть Р будетъ точка пер®сЪченя 
АР съ КАИ,. Геометрическое мЪс очекъ Г’, 
соотвЪтствующихъ различнымъ по: А ям точки 


К на 2) К, есть эллипсъ; 4 1’ есть 6 большая ось. 
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Въ самомъ дБлЪ, согните по РМ перпен- 
дикулярно къ „4... 
Такъ какь РМ параллельно АД, то 
РД. ИА По 
Съ другой стороны, изъ треугольниковь (РМ 
и РАЮ 
РМ: АМ=Ар: РО. 
Сл$довательно, Р №: АМ. А’ №М=Ар: Ар, 
т. е. равняется нЪкоторой постоянной величинЪ, 


меньшей единицы, а изъ построеная очевидно, 
что ЛМ должно лежать между Чи Г. 


о т 


$ 


Отодзьль П/.—Гипербола ©: 


Рис. 73 


255. Гиперболой называется о описы- 
ваемая точкой, которая движет о плоскости 
такимъ образомъ, что ея разс те оть данной 
точки находится въ постоянн®\ь, болышемъ еди- 
ницы, отношенми къ ея рАабтояно отьъ данной 


прямой. __ 
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256. Построеме здЪсь такое же, какъ и для 
эллипса, но расположене частей иное. Какъ обл.- 
яснено въ & тто, гл. Х, 4’ лежить слЪва отъ дирек- 
трисы. Каждая директриса проходить между 4 
и 1, а фокусы лежать вн$ этихъ точекъ. Кривая 
состоитъь изъ двухъ вЪтвей, открытыхъ каждая 
съ одной стороны. Эти в$тви лежать ц?ликомЪъ 
внутри двухъ вертикальныхъ угловъ, образуемыхъ 
двумя прямыми, проходящими чрезъ центръ и на- 
зываемыми асимптотами. Эти послфдыя касаются 
кривой въ безконечности. 

257. Гиперболу можно опредЪлить такъ: Если 
точка Р движется такимъ образомъ, что отноше- 
не Р№?: А №. № 1’ сохраняетъ постоянную вели- 
чину —гдЪ Р/’ есть разстояте Р отъ прямой, 
соединяющей двЪ неподвижныя ‘точки „и „1, а 
№ не лежитъ между 4 и /Ч’—то геометрическое 
мфБсто Р есть гипербола, а 4.4 ея поперечная 
ось. 

Такое опред$лене соотв$тствуетъ уравнен!ю 


© 
7 


| 
= э(рах+ а?) 


гДЪ за начало координатъ принята лежащая сийава 
вершина гиперболы. < 
Рис. 74 показываетъ, какъ можн Йти точ- 
ки этой кривой на основан послдей "формулы, 
Пусть С есть центръ и 4 ветщина кривой. 
СЯ = 
С А=С НР, 


148 ХИТ. КОНИЧЕСКЯ СБЧЕНИЯ. 


Чрезъь С проведите, перегнувь бумагу, ка- 
кую-нибудь прямую СЛ и отложите на ней 
Ср= СА. Согните по 1) М перпендикулярно къ СО. 
Согните по МО перпендикулярно къ С. и отло- 
жите МО=р М. Согните по прямой О", пере- 
сфкающей С. въ точк$ 5. Согните по В’.5, пе- 
ресБкающей ОМ въ точк$ Р. 


с 


© 
# 


Эта точка Р о нашей кривой. 
Въ самомъ дЪлЪ, так ‹акь /)/Л касается 
круга на маметрЪ 4 .’, ‚зо 
0) №*= А №. (2 


Рис. 74 


сА-Ам); 
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но такъ какъ ОМ=р М, 
то О М№=х(2а-л). 
Зат$мъ 

В "С 

В РЕ 


Возводя въ квадратъ, находимъ: 


х(2афлх) @ 
— За ваИЕ: 


ИЛИ 


Если ОЛ№М=6ф, то № есть фокусъ, а СА одна 
изъ асимптотъ. Если дополнить прямоугольникъ 
со сторонами „С и В С, то эта асимптота будеть 
его дтагональю. 


258. Гиперболу можно построить также, поль- 
зуясь свойствомъ, указаннымЪ въ $ 253. 


259. Гипербола называется равнобочной, если 
ея поперечная и сопряженная оси равны. Тогда 
а=б и посл$днее уравнеме обращается въ «< 


3 =(2а- хх. 9 

Въ этомъ случаБ построенме про в гакъ 
какъ ордината гиперболы представля еомет- 
рическое среднее между А/М и не О аьна. 


тельно, равняется касательной из къ кругу, 
описанному около „1 1’, какъ ма\етра. 
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260. Полярное уравнеме прямоугольной 
гиперболы, центръ которой принятъ за начало 
(полюсъ), а одна изъ осей за полярную ось, имЪ- 
етъ видъ 


ИЛИ и 


Пусть ОХ, ОУ будуть оси; раздБлите пря- 
мой уголь УОХ на н$Ъкоторое число равныхъ 
частей. Пусть АО, ЧО В будуть два изъ этихъ 
равныхъ угловъ. Согните по Х Б перпендикулярно 


Е 69 
Рис. 75 т 
кь ОХ. На продолжеши ВО от®жите ОЁ=О ХХ. 


Согните по ОС периенуивн. о кь БА и най- 


дите на ОС такую точку чтобы уголь ЕС В 
былъ прямымъ. чаиаья А=О С. Полученная 
ь На 


точка 4 будетъ лежат нашей кривой. 
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Въ самомъ дЪлБ, такъь какъ каждый изъ 


угловь ХОЛ и ЛОБ равенъ 0, то 


в. 
— с0$20. 
Поэтому О .°=0 6?=ОВ.ОЕ=—“ а, 
с05 20 


слЪдовательно, #/с0$26=а7. 

261. Гочки трисекщи ряда сопред$льныхъ 
круговыхъ дугъ лежатъ на вфтвяхъ двухъ гипер- 
болъ, эксцентрицитеть которыхъ равенъ 2. Эта 
теорема даетъ способъ трисекщи угла. 
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262. Вт, этой послБдней глав5 я намфренъ 
дать указанля относительно построеня нЪкоторыхъ 
общеизвЪстныхъ кривыхъ. 


Писсоида 


263. Это названме означаеть пилющевидную 
кривую. Опредфляется она такъ: Пусть ОО 
(рис. 76) будеть полукругъ на неподвижномъ да- 
метр О и пусть ОМ и ЮМ означаютъ двЪ 
ординаты этого полукруга, равноудаленныя отъ 
центра. Проведите прямую ОМ, встрфчающую 
ОМ въ точк$ Р. Геометрическимъ м$стомъ та- 
кихъ точекъ Р и будетъ циссоида. 

Если ОЧ=2а, то уравнеше кривойсть 

у? (2а—м=48. <“ 

Пусть Р А встрЪчаетъ въ точюР [) перпен- 
дикуляръ, возставленный въ С. ЖЩФоведите линю 
АР, пересБкающую СА въ. © 

Ю№: Ср=омМ: ОС= АМ :АС=РМ:ЕС, 
откуда слБдуетъ, что й 


ЮМ:РМСЬ: СЕ 
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Съ другой стороны 
Р№: РМ=оОМ: ОМ=ОМ: АМ-0О №2: МР? 
и": С 722. 


Сл$довательно, 


СО. СЕВ 


\®) 
Рис. 76 с 
Если СК есть геометрическое србнее между 
СРи СЁ, то а 
Е о 


И асс 
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Значитъ, С) и СА представляютъ два геометри- 
ческихъ среднихъ между ОСи СЕ. 

264. Циссоида была придумана Длоклесомъ 
(П ст. до Р. Хр.) для нахождешя двухъ среднихъ 
геометрическихъь между двумя отрфзками выше- 
описаннымъ образомъ. Если даны ОСи СА, то 
точка Р опредБляется помощью этой кривой, а по 
ней опред$ляется и.точка /). 

265. Если отрБзки РО и ОМ равны каждый 
ОО, то уголъ 4 ОО дБлится прямой ОР на три 
равныя части. 

Проведите О^. Легко видЪфть, что ОР па- 
раллельно О. и 

0=2Р=вы ао 
Сел № ФО=ОВО=2ко йо, 


Конхоида 


266. Эта кривая принадлежитъ Никомеду 
(около т5о г. до Р. Хр.). Пусть О будетъ неподвиж- 
ная точка, а ея разстояме отъ н$которой непо- 
движной прямой /) М. Проведите чрезъ учокъ 
лучей, встр5чающихъ Ш) М. На каждом этихъ 
лучей отложите, по обЪ стороны отё’ересвченя 
его съ АМ, по отрЪзку 6. Геомезйческое мЬсто 
опредБленныхъ такимъ образом” точекъ и есть 
конхоида. Смотря по тому, а В — 
или «а, начало представля узелъ, остр!е или 
сопряженную точку. Н: рисунокъ изображаеть 
тотъь случай, когда ба. 
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267. Этой кривой также пользовались для 
нахожденя двухъ геометрическихъь среднихъ и 
для трисекщи угла. 

Пусть ОЛ бу- 
деть больший изъ тБхъЪ 
двухъ отрЪзковъ, для 
которыхъь — требуется 
найти два геометриче- 
скихъ среднихъ. 

Раздфлите О 4 по- 
поламъ въ В; изъ О, 
какъ изъ центра, опи- 
птите, окружность ра- 
мусомъ ОВ. Чрезъ В 
проведите хорду ВС, 
равную меныпему изъ 
двухъ данныхъ отрЪз- 
ковъ. Проведите (С 
и продолжите ЛС и 
ВС до точекъ Ди А, 
лежащихь на одной 
прямой съ О и отсто- 
ящихъ другъ отъ дру- 
га на разстояше /) ЕЁ = 


—(0 6; или ВА о 
ОтрЪзки ЕДи СЕ и суть два бы сред- 


НИХЪ пропоршюональныхъ. 


Пусть Ри С будугь я Бченя ОЕ 


съ кругомъ. 
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На основами теоремы Менелая 


Р.В 0. ОА-СЕ.ОВ. ВА 


поэтому Ш. ОЛ=СА. © 
ИЛИ вс ОР 
| о И. 
слБдовательно ВЕ _ОР-Оя _СЁ з 
СЕ (721 О 


Рис. 78 
Но СЕ.ЕЕ-ВЕ.ЕС. се 
Шомему @СЁ.ОД=ВЁ. ВЕ, 9 
ОА.0Р=ЕС* 5 
и наконець ОЛ:СЁЕ= СЕ: —@ 2 ©. 
. Положеше Е найдено р омощи конхоиды, 
‚ О фоку- 


для которой +1/) служить абимптотой 
сомъ, а )Е постоянным отрЬзкомъ. 
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268. Трисекшя угла выполняется такимъ обра- 
зомъ. На рис. 77 пусть ф=х МОУ, который 
требуется раздЪлить на три части. На ОМ от- 
ложите произвольный отрЪзокъ О М ==6. Изъ цен- 
тра М рамусомъ 6 опишите кругъ и проведите 
чрезъ М перпендикулярно къ оси Х, имБющей 
начало въ О, вертикальную прямую, представляю- 
шую асимптоту конхоиды, которую надо построить. 
Постройте конхоиду. Соедините (О съ 4, т. е. съ 
пересБ5чемемъ круга и конхоиды. Полученный 
„АО У равенъ одной трети ф. 


Берсьера *) 

269. Если ОО Л (рис. 79) представляетъ полу- 
кругъ, МО одну изъ его ординатъь и отрЪзокъ 
М№Р равенъ четвертой пропоршональной къ ОМ, 
ОЛ и ОМ, то геометрическое мЪсто точекъ Р 
есть версьера. 

Согните по М перпендикулярно къ О.4. 

Согните чрезь 0, О и М. 

Дополните прямоугольникъ М.А МР. 

РМ:0М-0ОМ:00 < 
=О А: ОМ. д 
Точка Р есть одна изъ точекъ нашей а@йвой. 


Ея уравнеше есть ох 
ху=а? (а—^). № 


:. - > о . 
*) Шо имени нашедшей ее эт хОнинио называютъ 
также аньезьерой. Прим. пер. СУ 
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Эта кривая была предложена Марей Гаэта- 
ной Аньези, профессоромъ математики въ БолоньЪ 
въ ХУШ столБии. 


Рис. 79 «У 


о [®) 
Кубическая парабола 8 


ы > &> < ` 
270. Уравнене этой кривой её а’у=л“. 


Пусть ОХ, ОУ будуть | арии оси, 
ОЛ=а и ОХ =х. 9 


На оси О У возьми? О Б=л. 
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Проведите ВБ. и затБмъ, перпендикулярно 
къ (В, прямую С, которая встрЪфтитъ ось ОУ 
въ точкЪ С. 


Проведите СХ и, перпендикулярно къ СА, 
прямую А У. 


Ау 
с” 


Рис. 80 


с? 


Точка Р принадлежитъ разсматриваемойж Вивой. 


ХО У дополните до прямоугольника. 


= А №” Е СЕ 


ИЛИ ФЕВ. Ве. 


тбо ХИ’. РАЗЛИЧНЫЯ КРИВЫЯ. 


Гармоническая кривая или синусоида 


271. Это та кривая, форму которой прини- 
маетъ звучащая струна. Въ ней ординаты пропор- 
цональны синусамъ угловъ, которые во столько 
же разъ меныше четырехъ прямыхъ угловъ, во 
сколько разъ соотвЪтствуюцая абсциссы меньше 
нБкотораго даннаго отрЪзка. 


Ю О ши 
ке т 
Р 5 
СР’ 90%’ в’ А 5 ТУ? - Е В 
| 
Рис. 81 


Ау 
Пусть АБ есть данный отрЪзокау (рис. Вт). 
Продолжите В 4 до С и согните пеЯ 0) перпен- 
дикулярно къ В. Прямой угол ДА С раздъ- 
лите на н5сколько равныхъ ей, напримЪръ, 
на четыре. На каждомъ раде отложите отрЪ- 
зокъ, равный амплитуд йолебаны, Сы = 
Аи Д. СУ 
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Изъ точекъ Р, О, № опустите на АС пер- 
пендикуляры; отр5зки РР’, ОО’, К№' и ВА бу- 
дуть пропоршональны синусамъ угловъ Р.С, 
ОАС РАС РАС. 

РаздБлите А Б пополамъ въ Ё; отрЪзки 4 Ё 
и ЕБ раздБлите каждый на вдвое большее число 
частей, ч6мъ было взято частей прямого угла. 
Проведите ординаты 5.5’, ЛГ, 0, ГГ’ ит. д., 
соотв5тственно равныя РР’ ОО’ № А', ) Дит. д. 
Тогда точки 5, 7, И Ги будуть точками иско- 
мой кривой, причемъ Г будегъ ея верхней точ- 
кой. Складывая по ГГ’ и дБлая проколы въ 5, 
Г, 0, Г, мы получимъ соотв$тственныя точки 
части ГЕ кривой. Часть кривой, соотвБтствую- 
шая отрЪзку. АБ, равна части 1ИЁ, но лежитъ 
по другую сторону РБ. Разстояме АЕ равно 
длин$ полуволны, которая повторяется оть Ё до 
Б по другую сторону .Б. Точка Е есть точка 
перегиба кривой; въ ней ращусъ кривизны стано- 
вится безконечно большимъ. 


© 


272. Если точка движется по плоскости 
кимъ образомъ, что произведене ея равбтоявй 
отъ двухъ неподвижныхъ точекъ плоск я сохра- 
няегь постоянную величину, то эта’ т описы- 
ваеть одинъ изъ оваловъ Кассини Я еподвижныя 
точки называются фокусами. р внене кривой 


Овалы Кассини 
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есть ии’ =^?, гдБ ги г!’ означаютъ разстояня ка- 
кой-нибудь точки кривой отъ ея фокусовъ, а № 
есть нфкоторая постоянная. 

Пусть Аи /”’ будуть фокусы. Проведите 
прямую АА’. РаздБлите АР’ пополамь въ Си 
чрезъ С`проведите В С Б" перпендикулярно къ Е А”. 
Найдите такя точки Би Б', чтобы ЕБ=ЕВ’ЕР. 
Ясно, что тамя точки В, Б’ принадлежать нашей 
кривой. 


Рис 82 "45° 
<? 
Согните по /`А перпендику®но къ КА’ и 


отложите А`А=р; на ЕР’ отлож® СА=С=СК. 
Полученныя точки 4+, 1!’ лежа на нашей кривой. 
Въ самомъ дЪлЪ < : 


ССК СРЕК>. 
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СлБдовательно, 
С 8 — СЕ =(САСК(СА-СЮ)=ЕА. КА. 

Продолжите А. и отложите 4 7=АК. На 
АТ возьмите какую-нибудь точку /М и проведите 
М К. Перегните по А М’ перпендикулярно къ // К; 
К М’ пересЪчетъ АА’ вь М’. 

Въ такомъ случав6 АМ. М =2*. 

Изъ Ги АЛ’, какь изъ центровъ, опишите 
дуги ратусами Ми Е М’; эти дуги перес$кутся 
въ н$фкоторой точкЪ Р. Эта точка принадлежитъь 
нашей кривой. 

Когда найдено нБсколько точекъ между 
и Б, соотв$тственныя точки въ другихъ квадран- 
тахь можно намЪтить, перегнувъ бумагу. 

Если ЕР'=У2р, а ги/=1 А, то кривая при- 
нимаеть форму лемнискаты ($ 279). 

Если ЕЁ” больше, чёмъ У2р, то кривая со- 
стоитъ изъ двухъ отдБльныхъ оваловъ, по одному 
вокругъ каждаго фокуса. 

Ау 
^ 


Логариемическая кривая ‚©° 


© 
273. Уравнен!е этой кривой есть ж_ С 


Ордината въ началЪ равна ре. 
Когда абсцисса возрастаетъ ро иеметиче- 


ской прогресси, ордината ла Ви въ геоме- 


трической. < 
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Значен!я у, отв$чаюция цфлымъ значенямъ 
х, можно получить помощью построения, даннаго 
въ $ то8. 


Эта кривая уходить въ безконечность, не 
выходя изъ угла А ОУ. 


т 
Если х отрицательно, то у=— и, слБдова- 


ты 


тельно, приближается къ нулю при возрастания 
аосолютной величины х. Поэтому отрицательная 
сторона оси ОХ является асимптотой этой кривой: 


Обыкновенная ньзная лишая 


274. ЦЪпной линей называется форма, при- 
нимаемая тяжелой (вБсомой) нерастяжимой нитью, 
свободно висящей на двухъ точкахъ и находя- 
щейся подъ дйствнемъ только силы тяжести. 

Уравнене этой кривой имБетъ видъ 


вы ыО 

С к. ей 

р с 2 [@ 
2 -5(‹ о ) 


если за ось у принять вертикальную прямую, 
проходящую чрезъ самую низкую точку Кривой, 
а за ось х горизонтальную прямую, дежащую ВЪ 


плоскости нити на разстоянми с кн@’ оть самой 
низкой точки кривой; с называ параметромъ 
кривой, а с есть основаше ифтуральныхъ лога- 
риемовъ. № 


[®) 


Вей д=с то < Не-№); 
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ея 
если де, © ет 1 ШВ Же, и т. д. 


275. Изъ уравнения 


1 1 
5 
=“ (, ЯР & 
2 


можно графически опредЪлить с. 


се —2у Уе-лс= 
Уг= о-+Ия— я) 
сУе —=у- | 03. 


Уу? — с? можно найти, какъ геометрическое среднее 
между уси у— с. 


Кардюида или сердцевидная кривая 


276. Чрезъ какую-нибудь неподвижную точку 
О, лежащую на окружности радуса а, проведите 
пучокъ прямыхъ, на каждой изъ нихъ отложите, 
считая отъ точкиея пересЪчения съ окружностью, „5 
по отрЪзку, равному 2а, въ ту и въ другую с @5° 
рону. Концы этихъ отрфзковтъь лежатъ на каб: 


оидЪ. СУ 
© 


Уравнеше этой кривой есть г=2 с0$ 8). 

Въ началЪ координать будетъ о кривой. 

Кардоида есть обрашеше пар&бфлы относи- 
тельно ея фокуса, какъ центра Обрашения. 
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Улиюшка 


277. Чрезъ какую-нибудь постоянную точку 
на круг$ проведите пучокъ хордъ; на каждой изъ 
нихъ отложите въ обЪ стороны отъ точки встрЪчи 
съ окружностью по отрЪзку опредЪфленной длины. 


Рис. 83 


Если эти отрЪзки постоянной длины равны 
дламетру взятаго круга, то кривая будетъ кард1- 
ОИДОЙ. 

Если же эти отрЪзки больше дамерра, то 
кривая лежитъ цфликомъ внЪ круга. . ©° 

Если отрфзки короче дщаметра, до часть кри- 
вой лежитъ внутри круга въ вид Сиетли. 

Если наконецъ длина от дав равна поло- 
винЪ д1аметра, то кривая под} етъ назваше три- 
сектрисы вслЪдстве тот Что при ея‘помощи 
можно раздБлить любоуголъ на.три части. 
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Уравнене этой кривой есть и=а соз0-Е5. 

Улитка перваго рода представляетъ обраще- 
ше эллипса, улитка второго рода представляетъ 
обращеше гиперболы, причемъ въ томъ и дру- 
гомъ случаЪ за центръ обращеня надо брать 
одинъ изъ фокусовъ. Петля есть обращеше той 
же вЪтви гиперболы около другого фокуса. 


.® 


„ 


> 
------- 


Рис. 84 


278. Грисектрису прим$няютъ слфдующимъ 
образомъ: г) 


Данъ уголь ОВ. Отложите отрЪзки 
ОБ, равные ражусу круга. Опишите кругъ рай са 
ОЛ (или ОБ) съ центромъ въ О. Продолжите ло 
неопред$ленно далеко за кругъ. Нало} трисек- 
трису такъ, чтобы точка О совпала сАцёнтромъ ея 
круга, а ОВ съ осью петли. Пус ‘ЗнЪшняя часть 
кривой перес$четъь рок С въ точкВ С. 


Роу. Геометрическя упражнен!я 12 
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Проведите прямую ВС, встр$5чающую кругь въ 
0, и прямую О 1). 
Покажемъ, что 
Ре к | -. 


Въ самомъ дБлЪ, 


Ср=о0=@в. 

Отсюда АОВ= АСВ ИСВО 
Ас еоы 
= АСВ 
=3 2 в, 


Рис. 85 


Лемниската Бернулли «У 
279. Полярное уравнеше этой а имЪ- 
етъ видъ: 


2 —69008 260. 
Пусть О будетъ начало < О А=а. 
Продолжите 4 О и прееите ОШ перпен- 
дикулярно къ О. с 
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Возьмите /4ОР=фи ХАОВ=20. 
Изъ 4 опустите на О В перпендикуляръ „4 РБ. 
На продолжени АО отложите О С=О В. 
На ОЛД найдите такую точку /), для которой 
х АС есть прямой. 
Отложите ОР=О р. 
Тогда Р будеть одной изъ точекъ нашей 
кривой. 
2 о МР. 
= 8). ©. 2 
=@с0$24.а 
—=а? с0$20. 
Какъ было упомянуто выше, эта кривая пред- 
ставляетъ частный случай оваловъ Кассини. 


о 
9 
<> 


Рис. 86 (© 


Она есть обращеше примой гипер- 
болы, если центръ послфдней вЗяжь за центръ 
обрашеня, а также представляеь подарную кри- 
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вую той же гиперболы по отношению къ ея центру. 
Площадь этой кривой равняется а?. 


Пиклоида 


280. Циклоидой называется путь, описывае- 
мый точкой окружности круга, катящагося по 
неподвижной прямой. 


Пусть 2 и 1’ суть положешя точки, описы- 
вающей циклоиду, когда она касается неподвиж- 
ной прямой въ началЪ и въ концЪ одного полнаго 
оборота круга. 1. равняется длин$ окружности 
взятаго круга. 


Рис. 87 


Длину окружности круга можно @9лучить 
слБдующимъ образомъ. Оберните по: ку бумаги 
вокругъ какого-нибудь цилиндричес о предмета 
и отмЪтьте двБ совпадаюция тоз®и. Разверните 
затБмъ бумагу и перегните «Фрезь эти точки. 
Тогда отрфзокъ прямой, Хокан между 
этими точками, по длинЪ бщетъь равенъ окруж- 
ности, соотвЪтствующей“Фаметру цилиндра. 
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Пользуясь пропорщональностью, можно найти 
окружность для любого маметра и наоборотъ. 

РаздБлите 4.4’ пополамъ въ 0); возставьте 
въ /) перпендикуляръ къ 2. и отиожите на 
немъ /)Б=даметру производящаго круга. 

Точки 4.1, 1’ и Б принадлежать кривой. 

Найдите средину О отрЪзка ВБ). . 

Чрезъ О проведите н$Бсколько ратусовъ, дЪ- 
лящихъ правую полуокружность на н$сколько 
равныхъ дугъ, напримЪръ, на четыре. 


ОтрЪзокъ 1/1) раздЪлите на такое же число 
равныхъ частей. 

Чрезъ концы этихъ рамусовъ при помощи 
перегиба проведите прямыя, перпендикулярныя 
къ ВБ). 

Пусть ААР будетъ одна изъ такихъ пря- 
мыхъ, А`конецъ соотвЪтствующаго радуса и пусть 
(г будетъ точка соотв тственнаго дБлешя отрЪзка 
40, начиная оть О. Отложите ЕР=С ЛА или 
длин дуги БЕ. 

Точка Р есть точка кривой. Ау 

Друпя точки, соотвфтствуюцщия другимъ®8- 
камъ дБленмя 1), можно получить „5 же 
образомъ. 

Кривая симметрична по жх о оси 
Б0); поэтому соотв$тствуюцая точ ее поло- 
вины кривой можно получить, ан бумагу 


по Б/). 
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Длина кривой въ 4 раза больше ВО, а ея 
площадь въ 3 раза больше площади производя- 
щаго круга. 


Грохоида 


281. Если кругъ катится по прямой такъ же, 
какъ въ случаЪ циклоиды, то каждая точка, лежа- 
щая въ плоскости круга, но не на его окружно- 
сти, описываетъ кривую, называемую трохоилдой. 


Эпициклоида 


282. Эпициклоидой называется путь, описы- 
ваемый точкой окружности круга, который катится 
по окружности другого, неподвижнаго круга, ка- 
саясь его съ наружной стороны. 


Гипониклоида 


283. Если катяпийся кругъ касается непо- 
движнаго круга съ его внутренней стороны, то 
кривая, которую описываетъ точка окружности 
перваго круга, называется гипоциклоилой; 

Если ратусъ неподвижнаго кругАС®ь цфлое 
число разъ болыше рамуса катящар@Я круга, то 
окружность перваго сл$луетъ раз лить на такое 
же число равныхъ частей. 

Эти части въ свою оз надо раздфлить 
на н5которое число равн частей каждую; тогда 
положеше центра катяш8Рося круга и производя- 
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щей точки, соотв5тствуюния каждой точкЪ части 
неподвижнаго круга, можно найти, для окруж- 
ность катящагося круга на такое же число рав- 
ныхъь частей. 


Квадратриса 


284. Пусть ОА СВ представляетъ квадратъ. 
Если рамусъ О А круга равномЪБрно поворачива- 
ется около центра О на прямой уголъ отъ поло- 
женя 0.4 до положення ОБ и если въ то же 
время прямая, перпендикулярная къ ОБ, равно- 
мБрно перем$щается параллельно самой себЪ отъ 
положеня (0.4 до БС, то геометрическое мБсто 
точекъ пересБченя ратуса и прямой называется 
квадратрисой. 

Эта кривая была придумана Гипшадомъ изъ 
Элиды (420 до Р. Хр.) для раздфлешя угла на 
н5сколько равныхъ частей. 

Если Р и Р’ суть точки кривой, то углы 
НОРи ЛОР’ относятся другъь къ другу, какъ 
ординаты точекъ Ри Г”. 5 


с 


Спираль Архимеда 9 
285. Если прямая О. равномЪрно &щается 
вокругъь О, какъ центра, то точка «= которая 


равном$рно движется отъ 0 вдолв)\ А, описы- 
ваетъ спираль Архимеда. ° 
я 


— о 


Книгоиздательство научныхъ и популярно-науч- 


Матезисъ ныхъ сочинешй изъ области физико-математиче- 
скихъ наукъ. 


Одесса, ул. Новосепьскаго, 66. 


А. В КНЛОССОВСНК!Й 


заслуженный профессорз. 
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33. А. Слаби, проф БЕЗПРОВОЛОЧНЫЙ ТЕЛЕФОНЪ, с7п%. съ 
ным. подъ ред. Вюстин. Ои. Физ. и Эл. Матем. 28 стр. & Съ 23 
рис. Ц 30 к. 


34. Л. Кутюра, АЛГЕБРА ЛОГИКИ. Пер. съ фр. Е Ирибавленями 


проф. И. Слешинскаго. 128 стр. 8°. Ц. 90 к. ох 
я ЭЛЕМЕНТАР- 


35, Веберъ и Вельштейнъ, проф. эНЦикКло 
. Пер. съ нЪм. подъ 


НОЙ ГЕОМЕТРИИ. Т. П, кн. 1. Основанйя гео 
ред. и съ прим. прив.-доц. В. Ф. Кагана. У 62 стр. 9% Съ 142 
черт. и 5 рис. Ц. 3 р. 


36. Ф. Линдеманъ. СПЕКТРЪ и ФОРМА АТОМОВЪ. Ръчь ректора. 
Мюнхенск. унив. Перев. съ нЪм. 95 стр. 16°. Изд. 2-е. Ц. 15 коп. 
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37. Г. Лоренцъ, проф. КУРСЪ ФИЗИКИ. Пер. съ нЪм. подъ ред. 
проф, Ё. //. Ластерина. Т. 1 УПШТ- 348 стр. Съ 236 рис. Ц. 2 р. 
75 к. (Г. П печатается). 


38. В. А. Гернетъ. ОБЪ ЕДИНСТВЪ ВЕЩЕСТВА. 46 стр. 16. 
1909. Ц. 25 к. 


39. П. Зееманъ. проф. ПРОИСХОЖДЕНИЕ ЦВЪТОВЪ СПЕКТРА. 
Съ приложенемъ статьи В. Ритиа „ПИНЕЙНЫЕ СПЕКТРЫ И 
СТРОЕНЕ АТОМОВЪ“ 50 стр. 165. 1910. Ц. 30 к. 


40. С. НьюкомЪъ, проф. ТЕОР!Я ДВИЖЕМЯ ЛУНЫ (Исторя и 
современное состояне этого вопроса). 26 стр. 160. 1910. Ц. 20 к. 


41. А. Клоссовсый, проф. ОСНОВЫ МЕТЕОРОЛОШМИ. Х\У1--525 
стр. большого 89. Съ 199 рис.,2 цвЪтн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. Р. 4 


42. Ф Кэджори, проф. ИСТОРИЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ 
(съ н5которыми указан!ями для препод). Перев. съ англ. подъ ред. и 
съ прим5ч. прив.-доц. И. Ю. Гимченко. ХИ-+- 368 стр. 85. Съ рис. 
1900. Ш. 2% 20: в 


43. В. Рамзай, проф. ВВЕДЕНШЕ ВЪ ИЗУЧЕНЕ ФИЗИЧЕСКОЙ 
ХИМ!И. Перев. съ англ. подъ ред. проф. //. Г. Меликова. 1У--75 
стр. 160. 1910. Ц. 40 к. 


Имфются на складф: 


Д. рама НОВАЯ ГЕОМЕТР!Я ТРЕУГОЛЬНИКА. 334 ХШ 
стр. 801% 2 тб. 


Ф. Мультонъ, проф. ЭВОЛЮЦЯ СОЛНЕЧНОЙ СИСТЕМЫ. 


90 стр. 160. Съ 12 рис. Ц. 50 коп. 


Печатаются и готовятся къ пёзати: 


Дж Дж Томсонъ, проф. ме ВЕТЦЕ- 
СТВА. Пер. съ англ. подъ ред. В. О. Ф. и Эл. Маю 


Г. Пуанкаре, проф. НАУКА и МЕТ 
ред. прив.-доц. В. Ф. Кагана 


Г. Ковалевсвй, проф. КУРСЪ ЕРЕНЦАЛЬНАГО и ИНТЕ- 


ГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИИ. Съ ну одъ ред. С. И/атуновскаго. 


Оствальдъ, В. проф. НАТУРФИЛОСОФ[ГЯ. Съ нЪм. подъ ред. 
прив.-доц. „/. Мандельштама. 
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Веберъ и Вельштейнъ, проф. ЭНЦИКЛОПЕДЯ ЭЛЕМЕНТАР- 
НОЙ МАТЕМАТИКИ. Томъ П. кн. 2 из. ТРИГОНОМЕТР!Я, АНАЛИ- 
ТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР!Я и СТЕРЕОМЕТР]!Я. 


Г. Лоренцъ, проф. КУРСЪ ФИЗИКИ. Пер. съ нм. подъ ред. проф. 
Н. П. Кастерина. Т. И. 


МАНЕ, А. Теоря геометрическихъ построевй. Перев. съ нёмец- 
каго подъ ред. прив.-доц. С. О. И/атуновскаго. 


ЕТ, Р. д-ръ. Воздухоплаван!е. Его научныя основы и тех- 
ническое развите. Переводъ съ нфм. Съ 42 рис. 


Клейнъ, Ф. проф. Левщи по элементаряой математик$ для учи- 
телей. Пер. съ нём. подъ ред. прив.--доц. В. Кагана. 


п В ЛУНА, Небо и мровоззрЕ5 те въ круговорот$ временъ. 
Пер. съ н5мецкаго. 


ревиИЬ, П. Обитаемость Марса. Пер. съ англ. Со мног. рис. 


ПрвЕТЬ, Г. проф. Математическ1я развлеченя. Пер. съ нЪм. 
подъ ред. „В. Оп. Ф. и Эл. Мат.“. 


ДоРЕЛЬ, Е. проф. Курсъ математики для среднихъ учебныхъ заве- 
денй. Въ обработкЪ проф. //. //тэккеля. 


оли. Ф. проф. Что такое ради? Переводъ съ англйскаго. 


АРКОРт. А. акад. Исчислен!е конечныхъ разностей. Въ двух 
частяхъ. Изд. 2-ое. 


| Б. и ШЕФЕРЪ К. Парадоксы природы. Книга ду” юно- 
шества, объясняющая явленя, которыя находятся вкиротиво- 


рЬч1и съ повседневнымъ опытомъ Пер. съ нЪм. о 
ЕБЪ. Динамика живого вещества. Переводъ 9. подъ ред. 
проф. В. Б. Завьялова. © 


ДЕДУАИЕ, проф. Курсъ астрономии. Перевод французскаго. 


ФУРЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ ма (Инфра-мръ. Супра-мфъ). 
Перев. съ англйскаго. 
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ув ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Встн. Оп. Физ. 
и Эл. Мат.“ Выпускъ второй. 


Подробный катапогь изданй высыпается по требованю безплатно. 


Выписывающе изъ главнаго склада изданй „МАТЕЗИСЪ“ (Одесса, Новосельск., 66) 
на сумму 5 р. и болбе за пересылку не платятъ. 


ОтдЪлене склада для Москвы: Книжный магазинъ ‚Образован!е“‹, 

Москва, Кузнецый мостъ, 11. Отдълене склада для С-Петербурга. 

Книжный магазинъ Г. С. Цукермана, С.-Петербургъ, Александр. 
И., 9. 


ОБвЪНВЛЕЕТЕ 


ВЪСТНИ и 
Опытной Физики и элементарной Математики 


Выходитъ 24 раза въ годъ отд. вып., не мень стр. каждый. 


м дк. 
и0д5 ред. ир.-доц. В. 00. дагана. 


Подп. цфна съ пер. за годъ 6 р., за * аа 3 р. Учаше въ 
низшихъ училищахъ и вс учашес № атятъ за годъ 4 р., за 
'/. года 2. ) 


Пробный номеву безплатно. 
Адр.: Одесса, Въ редакцию „ВЪс?ника Опытной Физики и Элемен- 


тарн. Математики“. 
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П. ПАКУРЪ и Я. АППЕЛЬ.. 


ИСТОРИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 


пер. съ нёмецкаго подъ ред. „Вестника Опытной Физики и Элементарной Математики“. 


Въ 2-хъ томахъ большого формата 875 стран. Съ 799 рисун- 
ками и 6 отдБльными таблицами. 


Содержане | тома. МРОЗДАНЕ. Свъдьня и открытая 
до 1630 г. СВЪТЪ. Оз древиьйшихь времень до Ньютона. СИЛА. 
МРОЗДАМЕ. (Св0д%ня и открыпия посль 1630 года. ЗВУКЪ. 
ПРИРОДА СВЪТА. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗЪ. 


Содержан!е П тома. ТЕПЛОТА. МАГНИТИЗМЪ. ЭЛЕКТРИ- 
ЧЕСТВО до 1790 года. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОКЪ. ПОГОДА. 


Цна 7 р. 50 к. 


Учен. Ком. Мин. Нар. Пр. иризнана заслужив. внимашя 
при пополнеши ученич. библлотекь среди. учеби. зав. 


Изъ отзывовъ объ „Исторической ФизикЪ“. 


„Нельзя не прив тствовать этого интереснаго издан!я... Книга читается легко ; 
она содержитъ весьма удачно подобранный матералъ и обильно снабжена хорошо 
выполненными рисунками. Переводъ викакихъ зам чан! не вызываетъ... предетав- 
ляется весьма желательнымъ, чтобы наши средея учебныя заведен!я подписались 


на эту интересную книгу“. Нроф. О. Хвольсонъ. „Журн. М. ВН. Пр. А 


„Тавюя книги, какъ „Историческая Физика“, представляютъ со рЪдкое 
явлен!е въ м1ровой учебвой литературВ какъ во широтВ замысла, тавтОЬ © мастер- 
ству выполнешя. Авторы обнаружили много вкуса и критическаго въ выбор 
изъ необозримой груды историческихъ фактовъ наиболЪе Пе и 
много искусства въ его распланпрован!а. 


ЗамЪтимъ еще, что съ внзшней стороны книга издапа пр сно, и что вполнЪ 
литературный переводъ близокъ къ оргиналу“. Н. Томилни ь 
Русская › мартз 1909. 


„Свособразная прелесть историческаго изложещ думается мнЪ, можеть 
способствовать возбуждешю интереса къ физикВ въ отЖхъ учащихся, у которыхъ 
преобладаетъ склонность ко всему „историческом го которымъ нерздко физика 
представляется предметомъ чуждымъ и трудны ‘ромЪ того, „Историческая 
Физика“ можеть доставить очень пригодное чжее? взрослымъ. которые полагали 
бы возобновить и освЪтить забытыя или плохо\ууевоенныя свздЪн1я по физикз. 
Нечего и говорить, что для преподаваня физики она доставляетъь превосходный 
матер!алъ, и что она можетъ быть даваема для чтен!я, при содЪйестви преподавателя 
въ руки учащихся“. Н. Дрентельнъ. ЛПедазоическй Сборнике. 
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